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ВВЕДЕНИЕ 

 

Теоретическая механика – дисциплина, при изучении которой студенты 

в первую очередь могут проследить функционирование математической мо-

дели и сопоставить ее с реальным процессом. Апробация теории позволяет 

закрепить знания, полученные при изучении математического анализа, ал-

гебры, аналитической геометрии и вычислительной математики. Стоит отме-

тить, что все эти дисциплины используются во взаимосвязи. В их кругу тео-

ретическая механика занимает особое место. 

Это наука о законах механического движения и взаимодействия мате-

риальных тел. Имея технические корни, она развивается в теснейшей связи с 

курсом механики деформируемого твердого тела (и особенно с одним из ее 

разделов – сопротивлением материалов). 

Сопротивление материалов является в большей степени феноменоло-

гической дисциплиной (т. е. дисциплиной, базирующейся на предположени-

ях, допущениях и гипотезах). Теоретическая механика же является аксиома-

тической наукой. Объект ее исследования – математическая модель – позво-

ляет широко использовать практически все разделы математики. Студенту 

необходимо найти такое сочетание математической строгости и практическо-

го применения материала, которое бы обеспечило плавный переход от чис-

той математики к сугубо техническим дисциплинам. 

Для изучения курса важно иметь соответствующую математическую 

подготовку. Во всех разделах широко применяется векторная алгебра. Необ-

ходимо уметь вычислять проекции векторов на координатные оси, геометри-

чески и аналитически находить сумму векторов, скалярное и векторное про-

изведения, а также знать их свойства и правила дифференцирования. 

Кроме того, важно уяснить сущность каждого излагаемого вопроса. 

Особое внимание следует уделить приобретению навыков решения задач. 
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ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ 

 

При изучении учебного курса «Теоретическая механика» студент заоч-

ного отделения знакомится с математическими моделями реальных явлений  

и существующими методами расчета, которые базируются на знаниях, полу-

ченных при изучении аналитической геометрии и линейной алгебры, вектор-

ной алгебры,  высшей алгебры,  основ математического анализа. Темы, зна-

ние которых необходимо  для изучения теоретической механики, приведены 

в  таблице. 

Таблица 

Наименова-

ние дисцип-

лины 

Раздел Тема 

Математика 

Аналитическая геометрия 

и линейная алгебра 

Алгебраические преобразования, решение 

алгебраических уравнений первого и второго 

порядка, Евклидова геометрия, тригономет-

рия, функции и графики аналитических и 

трансцендентных функций 

Векторная алгебра 

Системы координат, преобразование систем 

координат, понятие вектора и линейные опе-

рации над ним, проекции векторов на оси, 

геометрическое и аналитическое сложение 

векторов, скалярное и векторное произведе-

ния векторов, решение векторных уравне-

ний, кривые второго порядка, параметриче-

ское задание функций 

Высшая алгебра 

Системы линейных уравнений, определите-

ли, квадратичные формы, Евклидовы про-

странства, вычисление корней многочленов  

Основы математического 

анализа 

Дифференцирование  функций, экстремумы 

функций, геометрические приложения про-

изводных,  неопределенный и определенный 

интегралы, дифференциальные уравнения, 

ряды  

Основным документом, определяющим необходимый объѐм знаний 

студентов, является программа курса, составленная на основе государствен-

ного образовательного стандарта высшего профессионального образования. 
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Процесс овладения студентами определенными знаниями и навыками,  

складывается из самостоятельного изучения соответствующих разделов кур-

са по учебникам и выполнения контрольных работ.  

Содержание контрольных работ и порядок их выполнения представле-

ны в приложении данного учебного пособия. 

 

Программа учебного курса «Теоретическая механика» 

 

Программа разбита на  четыре модуля:  модуль 1 содержит раздел «ки-

нематика»  1, 3 ; модуль 2 включает в себя раздел  «статика»  1, 3 ; модули 3 

и 4 содержат  разделы «динамика» и  « аналитическая механика» соответст-

венно  2, 4 . В этом учебном пособии представлены два модуля: модуль 1 

«кинематика», модуль 2 «статика». 

 

Модуль 1. Кинематика  

 

1. Предмет кинематики. Основные понятия, задачи кинематики. Про-

странство и время в классической механике. Относительность механического 

движения. Система отсчета. Кинематика точки. Траектория, скорость, уско-

рение точки. Векторный способ задания движения точки. Векторы скорости 

и ускорения точки (годограф скорости). Координатный способ задания дви-

жения. Определение скорости и ускорения точек по их проекциям на коор-

динатные оси [1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

2. Естественный способ задания движения точки – определения. Оси 

естественного трехгранника. Скорость и ускорение точки в проекциях на оси 

естественного трехгранника, касательное и нормальное ускорение точки. 

Скорость точки в полярных координатах; ускорение точки в полярных коор-

динатах. Простейшие движения твердого тела. Основная теорема кинематики 

[1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

3. Поступательное движение твердого тела. Теорема о траекториях, 

скоростях и ускорениях точек твердого тела при поступательном движении 

[1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

4. Вращательное движение твердого тела вокруг неподвижной оси. 

Угол поворота, угловая скорость, угловое ускорение. Уравнение вращатель-

ного движения тела [1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 
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5. Скорость и ускорение точек твердого тела при его вращении вокруг 

неподвижной оси. Преобразование простейших движений. Векторы угловой 

скорости и углового ускорения тела. Выражение скорости точки вращающе-

гося тела и ее касательного и нормального ускорений в виде векторных про-

изведений (уравнения Эйлера) [1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

6. Сложное движение точки. Основные понятия – абсолютное, относи-

тельное и переносное движения. Теорема о сложении скоростей. Сложение 

скоростей точки в общем случае переносного движения. Сложение ускоре-

ний точки в общем случае переносного движения. Ускорение Кориолиса. 

Правило Жуковского [1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

7. Плоскопараллельное (плоское) движение твердого тела. Уравнения 

движения плоской фигуры (разложение плоского движения на поступатель-

ное движение вместе с полюсом и вращательное вокруг полюса). Скорости 

точек твердого тела при плоскопараллельном движении – теорема. Мгновен-

ный центр скоростей – терема. Определение скоростей точек плоской фигу-

ры (мгновенно-поступательное и мгновенно-вращательное движение)  [1, 3, 

5, 6, 8, 9, 10]. 

8. Ускорение при плоскопараллельном движении твердого тела – тео-

рема. Основные способы вычисления углового ускорения при плоском дви-

жении, аналитический и геометрический способы [1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

 

Модуль 2. Статика 

 

1. Введение в статику (история науки). Предмет изучения. Основные 

понятия: материальная точка, абсолютно твердое тело, механическая систе-

ма, сила, система сил, уравновешенная система сил, равнодействующая сис-

темы сил, силы внешние и внутренние.  

Исходные положения (аксиомы) статики. Связи и реакции связей [1, 3, 

5, 6, 8, 9, 10]. 

2. Система сходящихся сил. Приведение к равнодействующей. Геомет-

рический и аналитический способы сложения сил. Условия равновесия сис-

темы сходящихся сил. Геометрические и аналитические 
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условия равновесия. Теорема о трех непараллельных силах. Примеры 

[1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

3. Параллельные силы. Приведение к равнодействующей двух сил, на-

правленных в одну сторону. Приведение к равнодействующей двух сил, на-

правленных в разные стороны [1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

4. Теория пар сил. Пара сил. Векторный момент пары сил. Основные 

теоремы. Сложение пар сил в плоскости и пространстве. Условия равновесия 

пар сил. Метод сечения [1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

5. Момент силы. Момент силы относительно центра и оси. Момент си-

лы относительно точки в плоскости. Приведение силы к заданному центру. 

Теорема Пуансо. Главный вектор и главный момент системы сил. Плоская 

система сил. Теорема Вариньона о моменте равнодействующей системы схо-

дящихся сил. Приведение плоской системы сил к простейшему виду. Част-

ные случаи приведения плоской системы сил к заданному центру [1, 3, 5, 6, 8, 

9, 10]. 

6. Условия равновесия сил. Система сил, произвольно расположенных 

на плоскости. Условия равновесия произвольной системы сил. Равновесие 

плоской системы сил (основная форма условий равновесия). Реакция задел-

ки. Вторая форма условий равновесия. Третья форма условий равновесия 

(уравнения трех моментов). Пространственная заделка [1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

7. Равновесие системы твердых тел. Определение реакций опор состав-

ных конструкций. Устойчивость тел при опрокидывании. Рычаг [1, 3, 5, 6, 8, 

9, 10]. 

8. Плоские стержневые фермы. Общая характеристика и классифика-

ция ферм. Определение усилий в стержнях простейших ферм. Способ 

сплошных сечений (способ Риттера, или способ моментной точки). Способ 

проекций (способ вырезания узлов) [1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

9. Равновесие при наличии сил трения. Трение скольжения при покое 

(сцепление) и при движении. Коэффициент трения. Закон Амонтона - Куло-

на. Угол и конус трения. Область равновесия. Трение гибкой нити о цилинд-

рическую поверхность. Трение качения; коэффициент трения качения [1, 3, 5, 

6, 8, 9, 10]. 

10. Частные случаи пространственной системы сил. Изменение главно-

го момента при перемене центра приведения. Инварианты системы. Частные 
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случаи приведения пространственной системы сил. Динамический винт. 

Уравнение центральной линии [1, 3, 5, 6, 8, 9, 10]. 

11. Центр параллельных сил и центр тяжести. Центр параллельных сил. 

Центр тяжести твердого тела. Методы определения центров тяжести. Центр 

тяжести простейших тел. Статические моменты и центр тяжести [1, 3, 5, 6, 8, 

9, 10]. 
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1. ОСНОВНЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АППАРАТА 

 

1.1. Прямоугольная декартова система координат 

 

а 

 

Рис. 1.1 

Наиболее элементарными измерениями в 

механике, кроме простого счета, являются изме-

рения расстояний. Расстояние вдоль заданной 

прямой АВ аддитивно, т. е. его можно предста-

вить в виде алгебраической суммы двух рас-

стояний AC CB AB  , где точка С лежит меж-

ду точками А и В (рис. 1.1, а). Но если два рас-

стояния взяты не на одной прямой, то их сумма 

не может быть определена однозначно без до-

полнительных условий. Если A, Q, B – три точ-

ки, то расстояние AB  определяется не только 

расстояниями   AQ  и QB , т. е. QBAQAB   

(рис. 1.1 б). 

 

б 

в 

г 

 

Рене Декарт предложил задавать положение точек отрезка с помощью 

системы параллельных отрезков AA  и BB , перпендикулярных к исходной 

прямой . В дальнейшем была введена вторая ось, перпендикулярная первой.    

Система двух ортогональных осей получила  название декартовой системы 

координат (рис. 1.1, в). 

Декартова плоская система координат задается двумя взаимно перпен-

дикулярными прямыми  осями координат, на каждой из которых выбрано 

положительное направление и задан отрезок единичной длины. Точка пере-

сечения осей координат (О) называется началом координат. Одна из осей ко-

ординат (Ох ) называется осью абсцисс, другая – осью ординат (Оу).  

Расстояние между точками А и В определяется  по теореме Пифагора: 

 

2 2( ) ( )   B A B AAB x x y y . 
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Декартова система координат в трехмерном пространстве задается ана-

логично случаю плоскости: осью абсцисс (Ox ), осью ординат (Oy ), осью ап-

пликат (Oz ) и началом координат О (рис. 1.2). 

Возможны две прямоугольные декартовы системы координат, которые 

никакими движениями в пространстве не могут быть совмещены друг с дру-

гом. Одна из них  правая, другая – левая. Наиболее употребляемой системой 

координат является правая (рис. 1.2, а). Систему координат свяжем с поверх-

ностью земли. Пусть наблюдатель стоит на земле лицом на север, правая его 

рука направлена на восход солнца, т. е. на восток. Совместим с наблюдате-

лем систему трех ортогональных осей Ox y z  с поверхностью земли, при 

этом ось Оy  направим на север, ось Ох  будет указывать вместе с правой ру-

кой на восток, ось Oz  направим вертикально на звезды.  

 

 

 
Рис. 1.2 

 

Такая система называется правой декартовой системой координат. В 

правой системе координат поворот оси Оx в плоскости Оxy и в плоскости Оxz 

против часовой стрелки считается положительным, по часовой стрелке – от-

рицательным. 

Рис. 1.3 

Положение геометрической точки А в декарто-

вой системе координат определено тремя независи-

мыми координатами: , ,A A Ax y z  (рис. 1.2, б). Плоская 

декартова система координат показана на рис. 1.3. 

 Положение геометрической точки А в плоской 

системе координат определено двумя независимыми 

координатами – ,A Ax y . 
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1.2. Графики аналитических функций в декартовой системе  коор-

динат 

 

Элементарные функции  функции, которые можно получить с по-

мощью конечного числа арифметических действий и композиций из сле-

дующих основных элементарных функций: 

1. Линейная функция.  

 Если переменные  y  и  x   пропорциональны, то функциональная зави-

симость между ними  выражается уравнением   

bkxy   , 

где  k  – постоянная величина (коэффициент пропорциональности). 

График прямой пропорциональности – прямая линия, проходящая че-

рез начало координат и образующая с осью X  угол , причем α tg k –  ко-

эффициент пропорциональности или угловой коэффициент. На рис. 1.4 пока-

заны графики  линейных функций. 

 

 

Рис. 1.4 

 

2. Квадратичная функция:  y = ax
2
 + bx + c, где 0а  . 

График квадратичной функции  парабола.  

Свойства функции и вид еѐ графика определяются  в основном  значениями 

коэффициента a и дискриминанта D = b
2
  4ac  (рис. 1.5).  

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%80%D0%B8%D1%84%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%BE%D0%B7%D0%B8%D1%86%D0%B8%D1%8F_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D0%B9
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Нули квадратичной функции:  

при D > 0 существует два нуля: 
1 2,

2 2

   
 

b D b D
x x

a a
 ; 

при D = 0 существует один нуль: x1 = b/(2a) , при D < 0 нулей нет.  

 

a > 0, D > 0 a > 0, D = 0 a > 0, D < 0 

   

a < 0, D > 0 a < 0, D = 0 a < 0, D < 0 

 

 

 

Рис. 1.5 

Разложение на линейные множители: 

 

при D > 0 y = ax
2
 + bx + c = a(x  x1)(x  x2), 

при D = 0 y = ax
2
 + bx + c = a(x  x1)

2
 , 

при D < 0 функцию разложить на множители нельзя. 

 

Выделение полного квадрата:  

 
2

2 2 24
( ) ( )

2 4 2 4


        

b b ac b D
y ax bx c a x a x

a a a a
. 
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Квадратичная функциональная зависимость. Алгебраическая функ-

ция вида 
2 2

0     Ax By Cxy Dx Ey F , 

 

где  А, B, C, D, E, F  действительные числа, называется функциональной за-

висимостью второй степени (порядка) или квадратичной функциональной за-

висимостью (кривые второго порядка). Графиками этой зависимости во мно-

жестве действительных чисел могут быть или окружности, или эллипсы, или 

параболы, или гиперболы.  

Окружность. Каноническое (простейшие) уравнение окружности 

(рис.1.6, а): 

( ) ( ) 
2 2 2

x y R ; 

 

параметрическое  задание окружности: 

 
sin( ), cos( ) x R t y R t . 

 

Эллипс. Каноническое уравнение эллипса (рис.1.6, б): 

 
2 2

1
x y

a b

   
    

   
. 

 

Параметрическое  задание эллипса: 

 
sin( ) cos( ) x a t , y b t .  

 

Графики окружности и эллипса представлены на рис. 1.6, а, б. 

 

  
а б 

Рис. 1.6 



 

 

14 

1.3. Элементы тригонометрии 

 

Рассмотрим круг единичного радиуса  1R  (рис. 1.7). Длина окружно-

сти круга единичного радиуса  равна 2π 2π R , откуда 

 

π( ) 
длина окружности

радиан
диаметр

 3 14 ,  

 

Градусная и радианная мера:  

 

017,01   рад.; 180 π(314) ,  рад.; 

1 рад. 
180 180

57 3
π 3 14

 
,

. 

 

 

Таблица значений тригонометрических функций в смысле главного 

значения, т. е. в первом квадранте (рис. 1.7). 

 

 

радиан 0 
12


 

6


 

4


 

3


 

5

12


 

2


 

градус 0 15  30  45  60  75  090  

sin OB 
 

0 

3 1

2 2



 

0,5 
2

2
 

3

2
 

3 1

2 2


 

 

1 

cos OA 
 

1 
3 1

2 2


 3

2
 

2

2
 0,5 

3 1

2 2


 0 

 

 

Рис. 1.7 
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Основное тригонометрическое тождество: 

 
2 2

sin cos 1   . 

 

Функции двойного угла: 

 
2 2

sin 2 2sin cos ; cos2 cos sin .           

 

Формулы приведения: 

 

sin sin(180 ) sin    ; cos cos(180 ) cos     ; 

sin sin(90 ) cos    ;  cos cos(90 ) sin    ;  

3 3
sin cos ; cos sin .

2 2

    
           

   
 

 

 

Графики тригонометрических функций 

 

При построении тригонометрических функций мы используем радиан-

ную меру измерения углов. Тогда функция  sinY X  представляется графи-

ком (рис. 1.8). Эта кривая называется синусоидой.  

 

 

                                                                          

Рис. 1.8 

 

График функции  cosY X  представлен на рис. 1.9; это кривая называ-

ется также синусоидой, полученная в результате перемещения графика  

sinY X   вдоль оси Х  влево на /2. 
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Рис. 1.10 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                

Рис 1.9 

 

Характеристики и свойства тригонометрических функций: 

область определения:  < x < + ; область значений:  1   y +1;  

функции периодические, их период равен 2  ; 

функции ограниченные  ( | y | 1 ), всюду непрерывные. 

 

1.4. Векторы 

 

Основные понятия. Многие физические величины характеризуются 

одним параметром – модулем. Например, из-

вестно расстояние, которое прошел студент 

(допустим, он прошел 17 км) – при этом все 

равно, в каком направлении он шѐл, но известна 

температура воздуха в день его прогулки, на-

пример, 25 . Такие величины, как расстояние 

между точками и температура, называют ска-

лярными. Бывают обстоятельства, когда необ-

ходимо знать и модуль, и направление физической величины. Например, ес-

ли пункт А находится в 5 (км) к северо-востоку от пункта В, то недостаточно 

направить студента, указав расстояние в 5 (км) для того, чтобы он достиг 

пункта В. Необходимо задать направление движения. Комбинация модуля и 

направления физической величины называется векторной величиной, или 

просто вектором.  

Важность понимания различий между векторными и скалярными вели-

чинами состоит в том, что для этих величин разные правила сложения, вычи-

тания и умножения. Для скалярных величин эти правила прописаны в алгеб-

ре, для векторных величин – в векторной алгебре. Например, полное рас-
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Рис. 1.11 

стояние между пунктами А и В (по траектории движения ACB ) вычисляется 

алгебраическим сложением (рис. 1.10, а): 

 

4 3 7 кмAC CD     

а полное перемещение вычисляется расстоянием между пунктами А и В, ко-

торое равно  

2 2 2 24 3 5 кмAB AC CB     . 

 

Вектор обозначается буквой с чертой (или стрелкой) над ней – a  ( a


) и 

изображается направленным отрезком, длина которого в некотором масшта-

бе равна модулю представляемой вектором физической величины  

(рис. 1.10, б). Вектор характеризуется точкой приложения (точка А), моду-

лем a a  и линией действия – прямой, вдоль которой направлен вектор. 

Вектор, модуль которого 1a , называется единичным вектором. Если на-

правление единичного вектора совпадает с направлением вектора, единич-

ный вектор называется ортом. Орты, направленные по осям ,Ox Oy , Oz  де-

картовой системы координат, обозначаются ,i j , k  – единичные орты  

(рис. 1.11).  

Проекция вектора  на ось. Изобразим вектор 

a  (рис. 1.11). Опустим перпендикуляры из начала 

А и конца В вектора на оси Оx , Оy , Oz  получим 

отрезки xa , ya , ,Za   называемые проекциями век-

тора a  на оси Оx , ,Оy Оz  . 

Каждый вектор a  может быть единственным 

образом разложен на сумму векторов, параллель-

ных единичным ортам ,i j  плоской системы:  

 

x y za a i a j a k   .     (а) 

 

Скаляры xa , ,y za a  называются координатами вектора a  в системе 

, ,i j k  и обозначается это так: 

 , , x y za a a a .     ( б) 
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Записи (а) и (б) равносильны. 

Координаты вектора xa , ,y za a
 
и  модуль вычисляются по формулам: 

 

sin cos , sin sin , cos           x y za a a a a a , 2 2 2
zx y a .a a a  

 

 

Проекция вектора на ось есть скалярная величина, равная произведе-

нию модуля проектируемого вектора на косинус угла между положительным 

направлениями оси и направлением вектора (рис. 1.12):  

 

 

Рис. 1.12 

cos ;  xa a  1
cos cos(180 ) cos          xb b b b . 

 

Линейные комбинации векторов. Сложение векторных величин произ-

водится по правилу параллелограмма: сумма двух векторов a  и b , приве-

денных к общему началу, есть третий вектор c , длина которого равна длине 

параллелограмма, построенного на векторах a  и b , а направлен вектор c  от 

точки A к точке B (рис. 1.13): 

cba  . 

 

Рис. 1.13 

Модуль вектора c c  вычисляется по 

формуле 

 

2 2 2 cos( ).  c a b ab a b  

 

Силовой многоугольник. Суммируют не-

сколько векторов построением векторного 

многоугольника. Слагаемые векторы путем па-

раллельного  переноса  последовательно при- 
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страивают один за другим так, что начало последующего вектора совпадает  

с  концом  предыдущего,  тогда  вектор,  замыкающий  полученный много-

угольник, является суммой заданных слагаемых, причѐм его начало совпада-

ет с началом первого из слагаемых векторов, а конец – с концом последнего 

(рис. 1.14, а). Разность двух векторов. Разностью векторов (a b ) называет-

ся вектор d  (диагональ BD)  такой, что сумма векторов d b a    

(рис. 1.14, б)  

a b d  . 

 

 

 

 

 

 

 

а б в 

Рис. 1.14 

 

Скалярное умножение векторов. Скалярным умножением векторов a  

и b (обозначается ba  ) называется скаляр, определяемый равенством 

cos     c a b a b , 

где угол  – угол между векторами a  и b , приведенными к общему началу 

(рис. 1.14, в).  

Если заданы векторы  x ya a ,a  и  x yb b ,b , то скалярное произведение 

векторов вычисляется по формуле 

x x y yc a b a b a b    . 

Радиус-вектор. Положение точки А в пространстве удобно характери-

зовать радиус-вектором. Если каждому значению скалярного аргумента t по-

ставить в соответствие вектор ( )r t  (расстояние между точкой iA  и полюсом 

О фиксируется модулем ( )ir t , направление ( )r t  фиксируется углом i  

(рис.1.15)), то функция ( )r t  будет называться радиус-вектором скалярного 
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Рис. 1.15 

аргумента. Если начало вектора ( )r t  (радиус-вектора) поместить в про-

извольную точку О, то конец радиус-

вектора ( )r t  опишет пространственную 

кривую, которую называют годографом 

(записыватель пути) векторной функции 

(рис. 1.15). Если t означает время, то ( )r t  

фиксирует положение материальной 

точки в пространстве в любой момент 

времени, т. е. характеризует движение 

материальной точки. Если радиус-вектор r  разложить по базисным векторам 

i , j , k  прямоугольной системы координат, то 

 

( ) ( ) ( ) ( )     A A Ar t x t i y t j z t k , 

 

причем компоненты ( ), ( ), ( )  A A Ax t y t z t  являются координатами точки 

А в прямоугольной системе координат (рис.1.16, а). 

 

 

а б 

Рис. 1.16 

 

В плоской прямоугольной системе координат (рис.1.16, б)  радиус-

вектор r  раскладывается по базисным векторам i , j  так: 

 

( ) ( ) ( )   A Ar t x t i y t j . 

 

 



 

 

21 

 
 

Рис. 1.17 

1.5. Основы математического анализа 

 

Дифференцирование функций.  Для решения многих задач требуется 

найти разность значений функции в двух точках. Так, средняя скорость мате-

риальной точки за промежуток времени Δt равна ср

( ) ( )



 


S t t S t
V

t
. Если 

рассматриваемое движение не является равномерным, то чем меньше выбран 

промежуток времени Δt, тем лучше указанная формула будет характеризо-

вать движение точки. В идеале мы получаем понятие мгновенной скорости 

V : это предел, к которому стремится средняя скорость, когда  t → 0, то есть  

 

0

( ) ( )
lim .
 

  


t

S t t S t
V

t
 

 

Эта и другие задачи приводят к понятию производной. 

Пусть функция y = f (x) определена в некоторой окрестности точки 
0x  и 

существует 0 0( ) ( )



 x

x

f x f x
 конечный предел отношения при Δx → 0. То-

гда этот предел называется производной функции в точке 
0x : 

 

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

 





 
 x

x

x

x

f x f x
f x . 

 

Производная функции y = f (x) может также обозначаться одним из 

следующих способов:  0( ), .
x

df
y x

dx
  

Геометрический смысл производной. Ес-

ли  y = f (x)  изображена своим графиком 

– кривой в декартовых координатах  

(рис. 1.17), то  
0( ) tg  xf x . где   – угол 

между осью Ox  и касательной к кривой 

в данной точке 
0x , отчитываемый от по-

ложительного направления оси Ox  про-

тив часовой стрелки. В механике произ-
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водную по времени t часто обозначают точкой: ( )f t . 

 Если приращение функции f (x0 + Δx) – f (x0) обозначить как Δy, то оп-

ределение можно записать так:  

0
0

( ) lim
 




 x

x

y

x
f x . 

 

Линейную функцию 
0 0( )( ) xy f x x x  называют дифференциалом 

функции  f в точке 
0x  и обозначают df. Для функции  x производная в каждой 

точке 
0x  равна 1, то есть 

0 dx x x . 

 Поэтому пишут:  

xdy f dx . 

 

Геометрически дифференциал функции dy  – это приращение ординаты 

касательной к графику функции в данной точке при изменении абсциссы 

точки на dx  (рис. 1.17). 

Операция вычисления производной называется дифференцированием. 

Функция называется дифференцируемой в данной точке, если в этой точке 

существует ее производная. 

Таблица производных  

1 0С   7 x x

e e 
 
 


  

13 
  2

1
ctg

sin


 x

x
 

2 
ln 

 
 




x x

a a a  
8 
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1
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ln
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x a
 14 
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21
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x
x
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1m m

x m x ,m R
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
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Рис. 1.18 

Интегрирование функций.  Первообразной функцией (или просто 

первообразной) для данной функции одной пе-

ременной ( )y f x , определенной в некоторой 

области S ,  называется такая функция ( )F x , 

определенная в той же области, производная от 

которой равна ( )f x .  

Геометрический смысл первообразной. 

Если данная функция ( )f x  изображена кривой 

в декартовых координатах, то первообразная 

численно равна площади ( )S x , ограниченной кривой  ( )y f x , осью Ox  и 

двумя ординатами: постоянной АВ (при x a ) и переменной ( )CD x  (при 

абсциссе x ). Произвольно выбирая постоянную а, получаем различные пер-

вообразные. При этом площадь ( )S x  понимается в алгебраическом смысле 

(рис.1.18): 

 

площадь фигуры АВСD = ( ) ( ) 
x

a

f x dx F x a . 

 

Процесс нахождения первообразной  называется интегрированием. 

Интегрирование является операцией, обратной дифференцированию. 

 

Правила интегрирования 

 

Неопределенный интеграл:  

 

( ) ( )  f x dx F x C , где ( ) ( ) F x f x , C R . 

 

Свойства неопределенного интеграла:  

 

 ( ) ( )d f x dx f x dx ;  ( ) ( )  F x dx f x C . 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D0%B8%D0%B7%D0%B2%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D0%B8
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Свойство линейности:  

 

( ( ) ( )) ( ( ) ( ) .    f x g x dx f x dx g x dx  

( ) ( )  a f x dx a f x dx . 

 

Метод замены переменной:  

 

( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )    g f x f x dx g f x df x G x C , где ( ) ( )G x g x  . 

 

Метод интегрирования по частям  

 

u v dx u dv u v v du         . 

 

Свойства определенного интеграла:  

 

( ) ( )  
b a

a b

f x dx f x dx ; ( ) ( ) ( )   
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx ; 

( ( ) ( )) ( ) ( )    
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx ; ( ) ( ) . 
b b

a a

Af x dx A f x dx  

 

Формула Ньютона – Лейбница:  

 

( ) ( ) ( ) 
b

a

f x dx F b F a . 
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Справедливость ниже указанных формул легко проверить дифферен-

цированием. 

Таблица интегралов 

1 
1

1

m
m x

x dx c
m



 
  9 sin cos   xdx x c  

2 

11
, ( 1);

1
ln , ( 1).



  



  









m

m
X c m

a
X dx

X c m
a

 10 cos sin  xdx x c  

3 ln 
dx

x c
x

 11 tg lncos   xdx x c  

4 
ln

 
x

x a
a dx c

a
 12 ctg lnsin  xdx x c  

5  


caxx
ax

dx 2

22
ln  13 ln tg

sin 2
 

dx x
c

x
 

6 2 2
arcsin 




dx x
c

a
a x

 
14 

cos
ln

2 4

 
 
 


  

dx

x

x
tg c

 

7 arctg 


 2 2

1dx x
c

a aa x

 15 2
ctg

sin
  

dx
x c

x

 

8 c
ax

ax

aax

dx








ln

2

1
22

 16 2
tg

cos
 

dx
x c

x

 

 

1.6. Понятие об абсолютно твердом теле и его степенях свободы 

 

Важным понятием в механике является число параметров, полностью 

определяющих положение всех точек рассматриваемой системы, в частности 

твердого тела. Эти параметры носят название степеней свободы.  

Свободным называется тело, на перемещения точек которого не нало-

жено никаких ограничений. Вычислим количество степеней свободы твердо-

го тела в плоскости и пространстве. 

Число независимых параметров, определяющих перемещение тела 

(точек тела) на плоскости или в пространстве называется числом его степе-

ней свободы. 
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Плоскость. Положение точки на плоскости в системе координат 

Oxy определяется двумя независимости параметрами (координатами) – 

,A Ax y  (рис. 1.19, а), т. е. точка может независимо перемещаться в двух орто-

гональных направлениях Ox  и Oy , следовательно, точка имеет две степени 

свободы. 

 
а б 

Рис. 1.19 

 

Положение твердого тела характеризовать двумя параметрами не полу-

чится, необходимо зафиксировать еще одну точку, тогда положение твердого 

тела на плоскости будет определено четырьмя параметрами – координатами 

двух точек – ),( AA yxA и ),( BB yxB  (рис.1.19, б). 

Предположим, что при движении или взаимодействии с другими тела-

ми твердое тело не меняет своей геометрической формы, тогда расстояние 

между точками А и В будет оставаться неизменным:  

 

2 2( ) ( ) const.   B A B Ax x y y  

 

Такие твердые тела называют абсолютно твердыми. В теоретической 

механике реальные тела моделируются абсолютно твердыми телами. 

Абсолютно твердым телом (или неизменяемой механической систе-

мой) называют твердое тело, расстояние между любыми точками которо-

го не меняется при его движении и взаимодействии с другими телами. 

Тогда четыре координаты ,A Ax y , ,B Bx y , определяющие положение аб-

солютно твердого тела, связаны между собой теоремой Пифагора: 

2 2 2( ) ( ) ( )   B A B Ax x y y AB .   (1.1) 
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Это уравнение принято называть уравнением связи. Тогда из четырех 

координат ,A Ax y , ,B Bx y  независимые только три:  

4 координаты – 1 уравнение связи   3 независимых координаты. 

Поэтому движение абсолютно твердого тела в плоскости должно опи-

сываться тремя независимыми параметрами.  За независимые параметры 

принимают координаты любой точки  А – AA yx ,  (часто центра тяжести тела) 

и угол , который образуют жестко связанная с телом прямая АВ и положи-

тельное направление оси Ox  (рис. 1.19, б). Итак, положение абсолютно твер-

дого тела в плоскости будет определяться тремя независимыми параметрами 

– AA yx , ,  и, следовательно, твердое тело при движении в плоскости будет 

иметь три степени свободы: тело может перемещаться вдоль каждой из осей 

и вращаться вокруг точки А. Точку А называют полюсом.  

Число независимых перемещений тела  определяет число его степеней  

свободы 

Абсолютно твердое тело в плоскости имеет три степени свободы.  

Пространство. Одна свободная точка в пространстве имеет три степе-

ни свободы. Рассмотрим свободное абсолютно твердое тело в пространстве 

(рис. 1.20). Положение твердого тела характеризовать двумя точками А и В в 

пространстве не получится, потому что тело может вращаться вокруг прямой 

АВ, при этом координаты точек А и В меняться не будут. Необходимо зафик-

сировать еще одну точку, тогда положение тела в пространстве будет опре-

деляться заданием координат трех его точек, не лежащих на одной прямой  

),,( AAA zyxA , ),,( BBB zyxB , ),,( CCC zyxC . Положение тела в простран-

стве в декартовой системе координат будет характеризоваться девятью па-

раметрами. Поскольку взаимное расположение точек А, В и С абсолютно 

твердого тела сохраняется (рис. 1.20), девять координат связаны между собой 

тремя уравнениями связи: 

 

2 2 2 2
1( ) ( ) ( )     A B A B A Bx x y y z z L  – расстояние АВ; 

2 2 2 2
2( ) ( ) ( )     A C A C A Cx x y y z z L  – расстояние АС; 

2 2 2 2
3( ) ( ) ( )     B C B C B Cx x y y z z L  – расстояние ВС. 
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На девять координат нало-

жено три уравнения связи, следова-

тельно, независимых координат ос-

тается только шесть, т. е. абсолютно 

твердое тело в пространстве имеет 

шесть степеней свободы: тело мо-

жет независимо перемещаться вдоль 

каждой из осей и вращаться вокруг  

Рис. 1.20 

каждой оси. За независимые параметры принимают координаты полюса А – 

AAA zyx ,,  и углы поворота плоскости АВС вокруг каждой из осей, т. е. точка 

может независимо перемещаться в трех ортогональных направлениях 

, ,Ox Oy Oz . 

Если при движении или взаимодействии с другими телами твердое тело 

меняет свою геометрическую форму (деформируется), тогда расстояние ме-

жду двумя точками не будет оставаться неизменным, т. е. координаты точек 

, ,A B C  не связаны между собой. В этом случае будем говорить о деформи-

руемом твердом теле. 

 

1.7. Инерциальная система отсчета 

 

Начиная с Аристотеля (384–322 г. до н. э.) считалось, что движение те-

ла всегда поддерживается некоторой действующей причиной и, как правило, 

только эта причина иссякает, тело немедленно останавливается. Только в 

XVII в. появилась и победила концепция движения, согласно которой движе-

ние по инерции, т. е. прямолинейное и равномерное движение тела, пред-

ставляет собой неизменное состояние и не требует какой-либо поддержи-

вающей силы. Тело, предоставленное самому себе, сохраняет неизменное со-

стояние покоя или равномерного и прямолинейного движения, иными слова-

ми, сохраняет постоянную скорость – нулевую или конечную. Сформулиро-

вал принцип инерции итальянский ученый Галилео Галилей.  

В различных системах отсчета математическая форма законов природы 

различна, однако существуют так называемые инерциальные системы отсче-



 

 

29 

та, в которых эти законы имеют наиболее простой вид. Инерциальной назы-

вается система отсчета, в которой  материальная точка при отсутствии 

действующих на нее сил взаимодействия движется прямолинейно и равно-

мерно, т. е. система, для которой справедлив принцип инерции Галилея. 

Принцип инерции Галилея устанавливает, что всякое тело пребывает в 

состоянии покоя или равномерного и прямолинейного движения до тех пор, 

пока внешние силы не выведут его из этого состояния, т. е. состояния покоя 

и состояния прямолинейного и равномерного движения неразличимы. С дос-

таточной точностью такой инерциальной системой можно считать гелиоцен-

трическую систему координат. В большинстве технических задач инерци-

альная система отсчета может быть связана с Землей. 

Классическая механика создана в XVII в. Галилео Галилеем (1564–

1642), Рене Декартом (1596–1656), Христианом Гюйгенсом (1629–1695) и 

другими учеными XVII века.  

В конечной форме классическая механика сформулирована Исааком 

Ньютоном. Ньютон изложил основы классической механики в более строгой, 

систематической и законченной форме, чем его предшественники, поэтому 

классическую механику называют «классической механикой Ньютона». В 

динамике изучаются механические движения (т. е. перемещения) материаль-

ных объектов под действием сил. 

Сила считается в механике основным понятием. Силы не являются в 

механике какими-либо самостоятельными субстанциями, независимыми от 

материальных тел. Они создаются материальными телами и полями. Поэтому 

можно сказать, что посредством сил материальные тела действуют друг на 

друга, т. е. взаимодействуют. Сила при этом выступает как векторная коли-

чественная мера интенсивности взаимодействий. Силы не только изменяют 

скорость движения материальных тел, но и вызывают их деформации. Наи-

более простым и наглядным примером деформируемого тела является сжатая 

или растянутая пружина.  

Системы единиц. Для измерения всех механических величин достаточ-

но ввести три основные единицы измерения. В международной системе еди-

ниц (СИ) основными единицами являются: метр (м), килограмм (кг), секунда 

(с). Наиболее значимые производные величины в системе единиц (СИ): пло-

щадь – А (м
2
); объем (м

3
); скорость – V (

м

с
); угловая скорость –ω (

рад.

с
); ус-
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корение – a  (
2

м

с
) ,угловое ускорение – ( -2

2

рад.
с

с
 ), сила – F  (Н– ньютон), 

1Н=1 
2

кг м

с


, механическое напряжение  (па  – паскаль). 

Движение материальных объектов всегда следует рассматривать отно-

сительно определенной системы отсчета. Оно совершается в пространстве с 

течением времени. В классической механике, в основу которой положены ак-

сиомы Ньютона, пространство считается однородным, изотропным трехмер-

ным – евклидовым пространством. Если тело не меняет своей формы и раз-

меров при параллельном переносе, – значит, пространство однородно, в нем 

нет выделенных точек. Если тело не меняет формы и размеров при вращении, 

значит, пространство изотропно, в нем нет выделенных направлений. Движе-

ние в однородном изотропном пространстве не меняет формы и размеров те-

ла – оно меняет лишь его положение относительно системы отсчета. 
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Рис. 2.1 

2. КИНЕМАТИКА 

  

2.1. Траектория, скорость, ускорение материальной точки 

 

Траектория точки. Геометрическое место последовательных поло-

жений движущейся точки называется ее траекторией. Если в интервале 

времени 21 ttt   траектория  прямая линия, то движение в этом интервале 

называется прямолинейным, в противном случае движение называется криво-

линейным.  

Скорость точки. Пусть положение дви-

жущейся точки М относительно произвольно 

выбранного неподвижного центра О определя-

ется в момент времени t радиус-вектором 

1 ( )r r t , который соединяет движущуюся точку 

М с центром О (рис. 2.1). 

За время 
2 1t t t    радиус-вектор изме-

нится на 
2 1 ( ) ( )r r r r t t r t      . 

Мгновенная скорость точки V  в момент времени t определяется как 

предел средней скорости при  t  → 0,  т. е. 

 

0 0
lim limcp

t t

r dr
V V r

t dt   


   


.    (2.1) 

 

Производная по времени от функций обозначается точкой над симво-

лом этой функции, а вторая производная – двумя точками. 

Вектор скорости приложен в точке М, направлен в сторону ее движе-

ния по предельному направлению вектора r → 0, т. е. совпадает с каса-

тельной к траектории в точке М. Размерность скорости в СИ:  V  = дли-

на/время = м/с. Часто скорость выражают в км/ч = 0,28 м/с. 

 

Скорость – это векторная величина, характеризующая быстроту и направ-

ление движения точки 
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Рис. 2.2 

 

Рис. 2.3 

Рис. 2.5 

Ускорение точки. Пусть движущаяся точка М в момент времени t 

имеет скорость V (рис. 2.2). В момент времени 1t = t + Δt эта точка занимает 

положение 
1M , имея скорость 1V . Чтобы изобразить приращение скорости 

V  за время Δt, перенесем вектор скорости 1V  параллельно самому себе в 

точку М, тогда 1V V V   . 

Ускорением точки a  в момент времени t называют предел, к которо-

му стремится среднее ускорение при Δt → 0, т. е.  

 

0
lim

t

V dV
a V r

t dt 


   


.   (2.2) 

 

Вектор ускорения a  всегда направлен 

внутрь вогнутости под любым углом к каса-

тельной к траектории движения (рис. 2.2). Раз-

мерность ускорения в СИ:  а  = длина/время
2
 = 

м/с
2
.  

 

 

 

Ускорение – это векторная величина, характеризующая быстроту  

изменения модуля и направления вектора скорости. 

 

Движение точки на плоскости  

 

Координатный способ задания движения точки. Зададим радиус-

вектор 
1 ( )r r t  в декартовой системе координат Оху: 

( ) ( ) ( )A Ar t x t i y t j    . 

 

Тогда движение точки можно задать уравне-

ниями  

).(),( tyytxx      (2.3) 
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Уравнения (2.3) являются уравнениями движения точки, а также урав-

нениями траектории точки, заданными параметрически. Уравнение траекто-

рии в системе координат Oxy  будет иметь вид функции ( )y y x  (рис. 2.3). 

Для получения этой зависимости следует из уравнений (2.3) исключить па-

раметр t . Уравнение траектории в явном виде будет иметь вид функции 

( )y y x . 

Скорость и ускорение точки по модулю и направлению вычисляются 

по формулам: 

 

2 2 2 2
,x yV V x y V V     cos( )

x
V i

V


 ; 

,aayxaa
2
y

2
x

22
  cos( ) .

x
a i

a


  

 

Содержание контрольных работ для студентов на тему «кинематика 

точки» дано в приложении (контрольная работа 1, задача 1). 

 

Пример 2.1.  Движение точки M по плоскости Оху задано уравнениями 

движения 

 

   2sin 2 , 4cos 2x t y t  .                                           (а) 

 

Значения х и у – в метрах. Построить траекторию движущейся точки, 

вычислить скорость и ускорение точки в моменты времени 1
4

t


  и 2

5

8
t


 . 

Решение. Для построения траектории движущейся точки в декартовой 

системе координат определим область, в которой движется точка, т. е. об-

ласть значений ( )x t  и ( )y t .
1
 Так как 1)2(sin t  и 1)2(cos t , получаем: 

                                                           
1
 В теории функций одной переменной эта процедура определяет область задания (существования) функций 

х(t) и y(t).Область определения функций в классической  кинематике всегда определена – 0t  . 
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2 2; 4 4.x y       

Выделяем область, ограниченную полученными неравенствами, за эту 

область точка при движении не выходит (рис. 2.4) Исключим параметр t из 

уравнений движения (a). Для этого делим первое уравнение на 2, второе – на 

4, возводим их в квадрат и складываем между собой: 

 

 

 

   

2
2

2
2

2 2
2 2

sin 2
2

cos 2 .
4

sin 2 cos 2
2 4

x
t

y
t

x y
t t

 
 

 


 
 

 

   
     

     

 

Учитывая, что     12cos2sin 22  tt , получим:  

 

1
42

22

















 yx
.     (б) 

 

Траекторией движущейся точки является эллипс (рис. 2.4). Подставляя 

в (а) значение 0t , находим: 

 

0
2sin(0) 0

t
x


  ; 

0
4cos(0) 4

t
y


   м. 

 

Точка в начальный момент времени занимает положение )4,0(
0

M .  

Определим направление движения точки. Уравнения движения (а) за-

даны возрастающей функцией  tx 2sin2  и  убывающей  функцией  

 ty 2cos4 ,  поэтому при увеличении t координата «х» возрастает, а «у» 

убывает, следовательно, точка движется по эллипсу по часовой стрелке. 
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Рис.2.4 

 Определим модуль и направление вектора 

скорости точки М. Имеем: 

 

   
2 22 2

2 2cos(2 ) 4cos(2 ),

4 2sin(2 ) 8sin(2 ),

4cos(2 ) 8sin(2 ) ,

x

y

x y

V x t t

V y t t

V V V t t

   

     

   

    (в) 

   
2 2

4cos(2 )
cos( , ) .

4cos(2 ) 8sin(2 )

t
V x

t t





 

 

Определим модуль и направление вектора 

ускорения точки М. Имеем: 

 

4 2sin(2 ) 8sin2 , 8 2cos(2 ) 16cos(2 ).x x y ya x V t t a y V t t               

   
   

2 2

2 2

8sin 2
8sin(2 ) 16cos(2 ) , cos( , ) .

8sin(2 ) 16cos(2 )

t
a t t a x

t t


  



       (г) 

При 1
4

t


  из (а) получаем, что точка М имеет координаты х1  = 2, 

 у1 = 0, т. е. занимает положение (рис. 2.4) М1. Подставляя  в (в) и (г) время 

1
4

t


 , получим  

   1 1
4 4

2 2
1 1 1 1 1 1

м
4cos2 4cos(2 ) 0, 8sin 2 8sin(2 ) 8 ,

4 4 c
м 0

8 , cos cos( , ) 0; 90
c 8

x yt t

x y

V t V t

V V V V x

 
 

 
          

          

 

 

1 2
4

1
4

2 2
1 1 1 1 1 12

м
8sin 2 8sin(2 ) 8 ,

4 c

16cos2 16cos(2 ) 0,
4

м 8
8 , cos cos( , ) 1, 180 .

8c

x t

y t

x y

a t

a t

a a a a x








      


     


          
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Откладываем значение скорости (рис. 2.5, а) и ускорения (рис. 2.5, б) точки  

М1  на траектории. 

При 2

5

8
t


  из (а) получаем, координаты точки 

2M : 2 2 1,41 м;x      2 2 2 2,83 мy     . 

Вычислим, используя (в) и (г), модуль и направление векторов скоро-

сти и ускорения. 

 

а б 

Рис. 2.5 

 

Имеем:  

  52
8

м
4cos2 2 2 ;

c
x t

V t 


      52
8

м
8sin 2 4 2 ;

c
y t

V t 


    

2 2
2 2 2

м
8 32 40 2 10 6,3 ,

c
x yV V V        

2
2 2

2

2 2 5
cos( , ) cos ;

52 10

xV
V x

V


       2 116,6    

для ускорения 

  52 2
8

м
8sin 2 4 2 ;

с
x t

a t 


     52 2
8

м
16cos2 8 2 ;

с
y t

a t
 

    

2 2
2 2 2 2

м
32 128 160 4 10 12,6 ,

c
x ya a a        
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2
2 2

2

4 2 5
cos( , ) cos

54 10

xa
a x

a
     , 2 63,4   . 

Откладываем значение скорости (рис. 2.5, а) и ускорения (рис. 2.5, б) 

точки 2M на траектории. 

Вектор скорости точки совпадает по направлению с касательной к тра-

ектории в точках 1M  и 2M , а вектор ускорения в точках 1M  и 2M  направлен 

во внутрь вогнутости траектории (к центру О). 

Ответ: V1= 8 м/с, a1= 8 м/с
2
; V2= 6,3 м/с, a2= 12,6 м/с

2
. 

 

Естественный способ задания движения точки. 

 

Рис. 2.6 

 При естественном способе задания движе-

ния точки задаются (рис. 2.6): 

– траектория движения точки; 

– начало и направление увеличения дуговой 

координаты S ;  

– уравнение движения точки по траектории, 

как функция времени: ( ),S S t  где S – дуговая ко-

ордината, отчитываемая от начала движения. 

 

Примером естественного способа задания движения является движение 

поезда: траектория и направление движения определены рельсами, а уравне-

ние движения задано таблицей – расписанием движения поезда. 

Движение точки рассматривается в координатах M n . Единичный век-

тор   направлен по вектору скорости, единичный вектор n  перпендикулярен 

вектору  , направлен  по главной нормали кривой в сторону ее вогнутости 

(рис. 2.6).  

Скорость точки M  направлена по касательной и равна 

 

.V S V     
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Ускорение a  точки M при естественном способе задания движения 

раскладывается на два – касательное ускорение a S V     , и нормальное 

ускорение 

2 2

n

S V
a n n 

 
: 

na a a  . 

Касательное ускорение a  характеризует изменение величины скоро-

сти, нормальное na  – изменение направления вектора скорости. 

Естественный способ задания движения это: ( )S t + траектория 

.V S V     

na a a  , a S V    – касательное  ускорение; 

2 2

n

S V
a  

 
 –  нормальное ускорение; 

2 2
,n

n

a
a a a tg

a


    . 

 

Связь  координатного и естественного способов заданий движения точки 

 

 

Рис. 2.7 

 

Известно, что если точка движется в плоскости О xy , элемент дуги 

S связан с приращениями координат теоремой Пифагора (рис. 2.7): 
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2 2
( ) ( ) .S x y      

При 0t  имеем 

, ,S dS x dx y dx      , 

тогда дифференциал дуги ( )dS t  связан с дифференциалами функций ( )dx t  и 

( )dy t  (рис.2.7): 

.)()( 22 dydxdS   

2 2

2 2
( ), ( )

V x y
x x t y t t

a x y


 

   
  



2 2

2 2
n

xx yy
a

x y

yx xy
a

x y









 




, 

2 2

0 0( ) ( ) ( )

t t

x y

o o

S S V t dt S V t V t dt       

(знак + или  совпадает со знаком V
, так как 

2 2

x yV V V    ). 

 

 

Пример 2.2. 

Точка движется в плоскости Oxy . Уравнение движения точки задано 

координатами  txx  ,  tyy  , где x  и y  выражены в см, t   в с. 

Исходные данные: 






 


3
cos32

t
x  (см); 







 


6
sin2

t
y  (см). 

Требуется: 

1. Записать уравнение траектории в явном виде:  xfy   (или  yfx  ). 

2. Построить траекторию. 

3. Определить положение точки в начальный момент времени 0
0
t  и мо-

мент времени 1
1
t  с, направление движения точки по траектории. 

4. Вычислить вектор скорости V  и вектор ускорения a


 точки в начальный 

( 0
0
t ) и конечный ( 1

1
t  с) моменты времени. 
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5. Задать движение точки естественным способом (вывести закон  tS ). 

6. Геометрически и аналитически определить нормальную na


 и касательную 


a


 составляющие ускорения точки в начальный и конечный моменты вре-

мени. 

7. Найти радиус кривизны траектории в начальный и конечный моменты 

времени. 

Решение 

1. Выводим уравнение траектории в явном виде. 

2 3cos см;
3

2sin см;
6

t
x

t
y

  
   

  


      

         

.221
6

sin1

;511
3

cos1








 









 


yt

xt

 

Из первого уравнения системы: 














 
 tx

6
sin2132 2

; из второго 

уравнения системы: 






 








 
 t

y
t

y

6
sin

46
sin

2

2

2

. Получаем:  
















4
2132

2y
x ; 

 25,0132 yx  ; 

25,132 yx  ; 

15,1 2  yx ,   или   
3

22 


x
y . 

Таким образом, получаем уравнение параболы 15,1 2  yx . 

2. Строим траекторию в масштабе 1:1  (рис. 2.8). 

Ветви параболы вытянуты вдоль оси x . Вершина параболы: 0y ; 

1x см  С (−1;0). 

 

y , см ± 1 ± 2 

x , см 0,5 5 

3. Определяем положение точки в заданные моменты времени. 
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0
0
t ;     







































;см0020
6

sin2y

;см1321320
3

cos32x

0

0

          М0 (−1; 0); 

1
1
t  с;   







































;см15,021
6

sin2y

;см5,05,0321
3

cos32x

1

1

                  М1 (0,5; 1). 

 

Рис. 2.8 

 

Направление движения точки по траектории в промежуток времени от 

0
0
t  с до 3t  с определяем по уравнениям движения  tx  и  ty : 

 






 


3

t
cos32x  – функция убывающая, но она в выражении со знаком  

«–», значит, координата x  возрастает; 

 






 


6

t
sin2y  – функция возрастающая, значит, координата y  возрастает. 

Таким образом, движение точки по параболе в указанный промежуток 

времени происходит по часовой стрелке (по верхней ветви параболы) (рис. 

2.8). 

В целом, точка совершает колебательные движения по построенной 

параболе в области, указанной пунктиром на графике (рис. 2.8). 

4. Вычисляем  скорость и ускорение для заданных моментов времени. 
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Так как движение точки задано координатным способом, то скорость 

V  и ускорение a


 определяются по их проекциям на координатные оси (рис. 

2.9). 

Скорость V : 

3 sin sin
3 3 3

xV x t t
       

           
    

 см/с; 

2 cos cos
6 6 3 6

yV y t t
      

       
   

 см/с; 

0
0
t ;  

0
sin 0 0 0

3
xV

 
      

 
 см/с; 

0

3,14
cos 0 1 1,05

3 6 3
yV

  
     

 
 см/с; 

0 0 0

2 2 2 2
0 1,05 1,05x yV V V      см/с; 

1
1
t  с;    

1
sin 1 3,14 0,87 2,7

3
xV

 
      

 
 см/с; 

1

3,14
cos 1 0,87 0,9

3 6 3
yV

  
     

 
 см/с; 

1 1 1

2 2 2 2
2,7 0,9 7,29 0,81 2,8x yV V V        см/с; 
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Рис. 2.9 

 

 

Масштабы:   чертежа в 1 см  0,5 см;   скоростей в 1 см  0,233 см/с;   ускорений в 1 см  0,236 см/с
2
. 
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Ускорение a


: 

 
2

cos cos
3 3 3 3

x xa V t t
      

       
   

 см/с
2
; 

2

sin sin
3 6 6 18 6

y ya V t t
        

         
    

 см/с
2
; 

0
0
t ;   3,31

3

14,3
0

3
cos

3

22

0














x
a  см/с

2
; 

00
18

14,3
0

6
sin

18

22

0














y
a  см/с

2
; 

3,303,3 2222

000


yx
aaa  см/с

2
; 

 

1
1
t  с;   6,15,0

3

14,3
1

3
cos

3

22

1














x
a  см/с

2
; 

1

2 2
3,14

sin 1 0,5 0,3
18 6 18

ya
  

        
 

 см/с
2
; 

  6,109,056,23,06,1
2222

111


yx
aaa  см/с

2
. 

 Выводим закон движения точки в естественной форме, имеем: 

 

 
dS

V t dt
dt

        


t

t

S

S

dtdS
00

. 

 

Для промежутка времени от 0
0
t  с до  3t  с имеем: 

 

   
2 2

x yV V V t V t        
2 2

0

0

t
S( t )

x yS V t V t dt   ; 
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   

2
2 2 2 2 2

0 0

( ) sin cos
3 9 6

t t

x yS t V t V t dt t t dt
     

        
   

   

=
2 2 2

0

1
4sin cos cos

6 6 9 6

t

t t t dt
       

       
     

 = 

sin
6

2 2

2

0 1

1 1
2 cos sin 2

6 6 36 6

t
t

t t dt z dz



    
         

   
  , см. 

5. Вычисляем  нормальное и касательное ускорения. 

а) Аналитически: 

0
0
t ;   

0 0 0 0

0

0

0 3 3 1 05 0
0

1 05

x x y y , ,
a

V ,


     
    см/с

2
; 

1 05 3 3 0 0

1 05

o o o o

n

o

y x x y , ,
a

V ,

   
   3 3,  см/с

2
; 

1
1
t  с;  

 
1 1 1 1

1

1

2,7 1,6 0,9 0,3 4,32 0,27
1,45

2,8 2,8

x x y yV a V a
a

V

       
    см/с

2
, 

1 1 1 1

1

n

y x x y
a

V


 =

 
1 1 1 1

1

2 7 0 3 0 9 1 6
0 68

2 8

x y y xV a V a , , , ,
,

V ,

       
   см/с

2
. 

Так как 
1 0V  , 0

1
a , движение точки в момент времени 1

1
t  с уско-

ренное. 

б) Графическое решение предполагает выполнение геометрического 

равенства  

aaaaa nyx


  

для соответствующего момента времени (рис. 2.9). 

6. Вычисляем  радиус кривизны траектории. 

Из формулы 





2

n
a  получаем для каждого времени t : 
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0
0
t ;   0

0

0

2 2

1 05
0 33

3 3n

V ,
,

a ,
     см; 

1
1
t  с;   1

1

1

2 2

2 8
11 53

0 68n

V ,
,

a ,
     см. 

Ответ: 

см см/с 

0
x  

0
y  

1
x  

1
y  

0xV  
0yV  

0
V  

1x
V  

1yV  
1

V  

−1 0 0,5 1 0 1,05 1,05 2,7 0,9 2,8 

 

см/с2 
 

0xa  
0ya  

0
a  

1xa  
1ya  

1
a  

3,3 0 3,3 1,6 −0,3 1,6 

     

см/с2 см 

0
a  

0na  
1

a  
1na  

0
  

1
  

граф. анал. граф. анал. граф. анал. граф. анал. 

0 0 3,3 3,3 1,45 1,45 0,68 0,68 0,33 11,53 

 

 

2.2. Вращение твердого тела относительно неподвижной точки в плос-

кости 

 

Движение точки в плоскости по окружности. Введем радиус-вектор 

)(trr  . Совместим начало радиус-вектора с центром окружности О, поляр-

ную ось   направим по радиусу (рис. 2.10, а). Тогда при движении точки бу-

дет меняться только угол между радиус-вектором и осью  , модуль радиус-

вектора остается постоянным. Следовательно, описывать движение точки 

можно одним параметром – углом  . 

Зададим движение точки естественным способом.  Ось Mn совпадает с 

радиусом и проходит через центр окружности, ось M  направлена в сторону 

движения точки и перпендикулярна радиусу. 
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                                    а                                                         б 

Рис. 2.10 

 

Известно, что длина дуги, радиус окружности и угол   связаны между 

собой:  

    ).()( trtS   

Введем обозначения: 

0
  – круговая скорость, 

0
  –круговое ускорение. 

Вычислим скорость и ускорение точки:  

 

o o o
2

2
0 o o n o o

o

V S r r ;

V
a S r r ; a n r n.

r






    

     

    

         
   (2.4) 

 

Знак производной   определяет направление движения точки: 

а                            при 0 , точка движется против часовой стрелки, 

b                          при 0 , точка движется по часовой стрелки; 

c                          0 , 0 , или 0 , 0  – точка движется ускоренно; 

d                          0 ,  0 , или 0 , 0  – точка движется замедленно. 

 

Круговое движение точки 

2 2 2 2 4, , ,o o n o n o oV R a R a R a a a R              
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Рис. 2.12 

Если тело )П( движется, то параметры Ax , Ay  и   меняются со вре-

менем, т. е. являются функциями времени: )(tx
A

, )(ty
A

, )(t . Поскольку эти 

параметры независимы, движение тела )П(  в плоскости можно разложить на 

три независимых движения: движение тела вдоль оси Ox  – )(tx
A

 (рис. 2.11, 

б), движение тела вдоль оси Oy  – )(ty
A

 (рис. 2.11, в), вращение твердого тела 

вокруг полюса А – )(t  (рис. 2.11, г). Эти движения принято называть про-

стейшими. 

 

 

Рис. 2. 11 

 

Уравнения простейших движений твердого тела: 

Поступательное движение: 

)(txx
A

 , )(tyy
A

 . 

При поступательном движении твердого тела траектории скорости 

и ускорения всех точек тела одинаковы. В 

этом случае принимаем тело за материаль-

ную точку и исследуем поступательное дви-

жение тела, как движение материальной точ-

ки. 

Вращение твердого тела вокруг непод-

вижной точки А в плоскости определяется 

углом поворота тела (рис. 2.12):  

 

)(t . 
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Тогда: 

  – угловая скорость тела, 

  – угловое ускорение тела. 

При вращении твердого тела его точки движутся по окружности в на-

правлении угловой скорости: 

;M MV r
2; .M n Ma r a r      

2 2 2 4

2
; M

n M n
M

a
a a a r tg

a






       


. 

Пример. Преобразование поступательного движения тела во враща-

тельное движение другого твердого тела осуществляется при помощи диска, 

на обод которого намотана нерастяжимая нить (нерастяжимый трос, канат и 

т. д.) к  концу которой прикреплен груз (рис. 2.13). 

Рис. 2.13 

Запишем уравнения связи. Для этого свяжем 

перемещение точек соприкосновения нити и обода 

диска, радиус которого равен r . 

Пусть тело опустилось на )(tS , тогда все 

точки нерастяжимой нити прошли путь тоже )(tS , 

в результате чего диск повернулся на угол )(t  

против часовой стрелки. 

Имеем ( ) ( )S t t r  . Тогда S
r

1
    V

r
tS

r

1
)(

1
     

1
( )

a a
S t

r r r

      . 

Преобразование вращения одного твердого тела вокруг неподвижной 

оси во вращение второго твердого тела вокруг другой неподвижной оси 

осуществляется посредством зубчатого или фрикционного (за счет сил тре-

ния) зацепления двух дисков (рис. 2.14, а, б), или при помощи ременной пе-

редачи (рис. 2.14, в, г).  

При внешнем зацеплении (рис. 2.14, а) и прямой ременной передаче  

(рис. 2.14, в) направления вращений обоих дисков совпадают; при внутрен-
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нем зацеплении (рис. 2.14, б) и скрещивающейся ременной передаче (рис. 

2.14, г) направление вращения дисков противоположно.  

 

 

Рис. 2.14 

 

Примем за ведущее звено диск 1, за ведомое – диск 2. Пусть диск  1 за 

время t повернулся по часовой стрелке на угол 
1

 , тогда диск 2 повернется 

против часовой стрелки на угол 
2

 . Тогда путь S , пройденный точками на 

ободе дисков, находящихся в зацеплении или связанных ременной переда-

чей, одинаков. На этом основании запишем уравнение связи. Напомним, что 

длина дуги, угол поворота и радиус связаны соотношением RS  . Тогда 

для всех типов зацепления имеем  

2211
rr  .      (2.5) 

Дифференцируя по времени правые и левые части (2.5), получим  

2211
rr   ,      (2. 5 а) 

здесь 1, 2 –угловые скорости дисков; r1, r2 – радиусы дисков. 

Угловые скорости дисков обратно пропорциональны числам зубцов (zi) 

или радиусам (ri), или диаметрам (di) дисков. 

1 2 2 2

2 1 1 1

r z d

r z d


  


,     (2.5 б) 

здесь d1, d2 – диаметры дисков; z1, z2 – число зубцов каждого диска. 
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Часто применяется соединение дисков, когда два диска вращаются во-

круг одной неподвижной оси. Если при этом они жестко соединены друг с 

другом, то их угловые скорости равны (на рис. 2.14, в – второй диск). 

Содержание контрольных работ для студентов на тему «вычисление 

кинематических характеристик точек при поступательном и вращательном 

движениях твердого тела» дано в приложении (контрольная работа 1, задача 

2). 

 

Пример 2.3. 

Механизм состоит из трех ступенчатых дисков (1–3), находящихся в 

зацеплении или связанных ременной передачей, зубчатой рейки 4 и груза 5, 

привязанного к концу нити, намотанной на одно из колес. На ободах колес 

расположены точки А, В и С (рис. 2.15). 

Исходные данные: 6
1
R  см; 7

2
R  см; 14

3
R  см; 4

1
r  см; 6

2
r  

см. Уравнение движения 
2

4 3S t t   , см (за положительное принято движе-

ние рейки вниз). 

Для момента времени 2
1
t с требуется вычислить характеристики 

движения: ВV , СV , 
А

a ;   
2

 , 
1
 , 

3
 . 

 

Решение 

 

1. Определяем направление движения рейки 4, т. е. всей системы. 

 2

4 4 3 6 1
d

V S t t t
dt


        (см/с); 

для 2
1
t  с   

4 6 2 1 11V

       см/с; 

4 4 4 6a a V
 

     см/с
2
. 

Движение рейки 4 (рис. 2.15): 

а) поступательное, прямолинейное, т. е. 4 4a a


 , 4

n
a  отсутствует; 

б) равноускоренное, т. к. знаки 
4V

 и 

4a

 одинаковы, и 

4a const

 ; 

в) направлено вверх, т. к. знаки  
4V

 и  

4a

 отрицательны. 
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Движение остальных тел механизма определяется направлением дви-

жения рейки 4 (рис. 2.15). 

2. Составляем уравнения связей для всех тел системы, используя 

точки зацепления между телами и условие, что ремень и нить считаются не-

растяжимыми. При используемом в задаче соединении тел знаки параметров 

сохраняются. 

 
2

4
4 3 3 3

3 3

3S t t
S R

R R

 
       ; 

2

3 3 4 3 4
3 3 1 1 1

1 3 1 1 1

3R S R S t t
R r

r R r r r

   
            ; 

 21 1 4 1 1 1
1 1 2 2 2 4

2 1 2 1 2 1 2

3
R S R R R

R R S t t
R r R r R r R

 
              

 
; 

 24 1 1 2 1 2
5 2 2 2 4

1 2 1 2 1 2

3
S R R r R r

S r r S t t
r R r R r R

 
          

 
. 

 

Для определения скоростей тел дифференцируем составленные законы 

движения по времени: 

 

4
4 4 3 3 3 3 3

3 3

6 1V t
V S R R

R R


  
           ; 

4 4
1 1

1 1

S V

r r



     ;      
1

1 1 1
2 2 4 4

1 2 2 1 2

6 1
R R R

S V t
r R r R r R


         

  
; 

 1 2 1 2 1 2
5 5 4 4

1 2 1 2 1 2

6 1
R r R r R r

V S S V t
r R r R r R

  
       

  
. 

 

3. Рассчитываем требуемые характеристики движения точек и тел. 

Так как точка С и точка зацепления рейки и колеса 3 находятся на од-

ном радиусе этого колеса, то 

 

4 11CV V   см/с (рис. 2.15). 
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Угловое ускорение колеса 3 получаем, дифференцируя по времени вы-

ражение угловой скорости 

4 4
3 3

3 3

V a

R R

 

     ,  т.е. 

3

6
0,43

14


     с

-2
 (рис. 2.15); 

 

Точка В находится на внешнем ободе колеса 1, тогда 

 

1 1 2,75 6 16,5BV R       см/с (рис. 2.15), 

где 4
1

1

11
2,75

4

V

r




      с
-1

. 

 

Угловое ускорение колеса 1 получаем, дифференцируя по времени вы-

ражение угловой скорости 

 

4 4
1 1

1 1

6
1,5

4

V a

r r

 


         с
−2

 (рис. 2.15). 

 

Угловая скорость колеса 2: 

 

1
2 4

1 2

6 66
11 2,36

4 7 28

R
V

r R


         

 
 с

-1
 (рис. 2.15). 
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Рис.  2.15 
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Для расчета ускорения точки А, расположенной на внутреннем ободе 

колеса 2, необходимо рассчитать две составляющие этого ускорения при 

криволинейном движении этой точки: 

 

n

А А Аa a a


  ,   откуда   
2 2n

А А Аa a a


  , 

 

где 
2

1 1
2 2 2 2 4 4 2

1 2 1 2
A

d R R
a r r V r a r

dt r R r R

   
             

  
 

6 216
6 6 7,7

4 7 28
    


 (см/с

2
); 

 

 
2 2

2,36 6 33,42
n

А А Аa r      см/с
2
; 

 

   
2 2 2 2

7,7 33,42 1176,1864 34,3
n

А А Аa a a


       см/с
2
 (рис. 2.15). 

 

Ответ:   16,5BV   см/с; 334,a
A
  см/с

2
; 

11CV   см/с;  
1 1,5    с

−2
; 

2 2,36    с
−1

;         
3 0,43    с

−2
. 

 

2.3. Сложное движение точки 

 

Движение точки по отношению к двум 

или нескольким системам отсчета называется 

сложным. Движение точки М по отношению к 

подвижной системе отсчета называется отно-

сительным (рис. 2.16). Используются понятия: 

относительная траектория, относительная 

скорость ( rV ) и относительное ускорение ( ra ). 

Движение подвижной системы отсчета по 

отношению к неподвижной является для точки 

переносным. Скорость и ускорение точки под-

 

Рис. 2.16 
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вижной системы отсчета, в которой в данный момент времени находится 

движущаяся точка М, называются переносной скоростью ( eV ) и переносным 

ускорением ( ea ). 

Движение точки М по отношению к неподвижной системе отсчета на-

зывается сложным или абсолютным. Используются понятия: абсолютная 

траектория, абсолютная скорость ( MV ) и абсолютное ускорение (
Ma ). 

Теорема.  Абсолютная скорость точки равна геометрической сумме 

ее относительной и переносной скоростей: 

 

r o e r eV V V r V V       , 

здесь: rV скорость относительного движения; 

eV  – скорость переносного движения. 

 

Теорема. Абсолютное ускорение точки равно геометрической сумме 

трѐх ускорений – относительного, переносного и ускорения Кориолиса (или 

поворотного): 

ker aaaa  , 

здесь: ra  – ускорение относительного движения;  

ea  – переносное ускорение; 

ka  – ускорение Кориолиса.   

 

Ускорение Кориолиса ( ka ) равно удвоенному векторному произведе-

нию угловой скорости переносного вращения ( e ) на относительную ско-

рость точки ( rV  ): 

2k e ra V    

Модуль ускорения Кориолиса равен 

sink e ra V   . 

Здесь: угол  , угол между вектором относительной скорости rV  и вектором 

угловой скорости переносного вращения e . 

Направление ускорения Кориолиса определяется по правилу Жуковско-

го.  
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Рис. 2.17 

 
Рис. 2.18 

Правило Жуковского (рис. 2.17):  

1. Следует провести плоскость перпендикулярно оси переносного враще-

ния (П e ). 

2. Спроецировать вектор отно-

сительной скорости  на эту 

плоскость: rV sinrrV V


   .  

3. Повернуть эту проекцию rV


 

в этой плоскости на 90
0
 по на-

правлению дуговой стрелки 

переносного вращения e .  

 

Содержание контрольных работ для студентов на тему «сложное дви-

жение точки» дано в приложении (контрольная работа 1, задача 3). 

 

Пример 2.4.  Стержень вращается в плоскости Oxyвокруг неподвижно-

го центра O в плоскости рисунка с постоянной угловой скоростью 

1
0,5c


  . Точка М скользит вдоль 

стержня со скоростью 
см

2
с

. Вычис-

лить абсолютное ускорение точки 

M  для момента времени 4 с (рис. 

2.18). 

Решение. Стержень  вращается 

в плоскости Oxyвокруг неподвиж-

ного центра O с угловой скоростью 

0,5e  с
–1

. Точка М скользит вдоль 

стержня со скоростью 
см

2
с

rV  (рис. 2.18). Абсолютное ускорение точки яв-

ляется векторной суммой трех ускорений: относительного, переносного и ус-

корения Кориолиса. 

ker aaaa  , 

здесь:  вектор относительного ускорения 0Va rr   , т. к. const.rV   
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Вектор переносного ускорения   

n

e e ea a a


  , 

где 
2 2

2

см
(0,5) 8 2

с

n

e ea h    , 0e ea h

   , 

здесь 2 4 8rh OM V t       см. 

вектор n
ea  направлен по оси Mn .  

Ускорение Кориолиса  2 sin 2 sin 90 2k e r e r e ra V V V           , 

при 4ct    

2

см
2 2 0,5 2 2

с
k e ra V       . 

Определим направление вектора ka , используя правило Жуковского. 

Угол между вектором относительной скорости rV  и e равен 90 (вектор 

e Oxy  ), тогда вектор rV разворачиваем на 90 по направлению дуговой  

стрелки e  (рис. 2.18). 

Вычислим абсолютное ускорение точки M : 

2 2 2 2 2
( ) ( ) (2 ) .

n

M e k e e ra a a h V       

Тангенс угла (1) между Ma  и осью Mn  равен:  

1 2

2 2 2
tg( ) k e r r

n
e r ee e

a V V

V t ta h

 
    

    
. 

В момент времени  4ct  ,  

2 2 2 2

2

см
( ) (2) (2) 2,83

с

n

M e ka a a     , 

1

2 2
arctg( ) arctg( ) arctg(1) 45

0,5 4e t
     

  
. 

Ответ: аМ = 2,83 см/с
2
. 

 

Пример 2.5.  Пластина В вращается вокруг неподвижной оси AC  со-

гласно уравнению 354 tt
e

 (рис. 2.19). На пластине по желобу движется 

точка согласно уравнению  

2
sin( )

4 4
r

R t
OM S

 
   см. 
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Рис. 2.19 

 
Рис. 2.20 

Вычислить абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки М в 

момент времени t = 1 с, если радиус 

желоба cм30R . 

Решение. Будем считать, что в 

момент времени t = 1 с угол поворота 

e  имеет такое значение, при котором 

тело В располагается в плоскости yzO   

(рис. 2.20). 

Точка М совершает сложное дви-

жение, состоящее из относительного 

(движение точки по желобу) и перенос-

ного (вращение точки вместе с пласти-

ной вокруг оси АС) движений. 

Вычислим абсолютную ско-

рость точки M :  

 

erM VVV  . 

 

Относительная скорость rV . 

Найдем положение точки М на пла-

стине В через 1с.  Для этого вычис-

лим значение дуговой координаты 

rS OM  при c1t :  

1c

2
sin( )

4 4

R
OM t

 
 

2 2
см.

4 2 4

R R 
   

 

Если обозначить  угол, на который опирается дуга ОМ, через  (рис. 

2.20), то 
44







R

R

R

S
r . 
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Относительное движение точки задано естественным способом. При-

ведем оси nM к точке М на траектории. Относительная скорость rV точки М 

при 1c:t   

2 2

1c

2 2 см
cos cos 18,5 .

4 4 4 16 4 16 с
r r

R R R
V S t t

        
         

   
 

Вектор относительной скорости rV  лежит в соприкасающейся плоско-

сти относительного движения – плоскость yzO и направлена по касательной 

к траектории относительного движения – по оси M (рис. 2.21, а). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                 

а                                                                  

б 

Рис. 2.21 

 

Переносная скорость eV . В переносном движении точка движется в 

соприкасающейся плоскости переносного движения, параллельной  плоско-

сти 
/

O xz , по окружности радиусом MK  (рис. 2.21, б). 

Задано уравнение вращения пластины В:  
3

4 5e t t    , тогда  

 

3 2 1

1

2 2

1c

( 4 5 ) ( 4 15 ) 11c ,

4 15 30 30c .

e e
c

e e

d
t t t

dt

d
t t

dt





         

       
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Переносное движение ускоренное, т. к.  >0,  >0, дуговые стрелки 

e и e  направлены в одну сторону (рис. 2.21, б). Приведем оси иM Mn  к 

точке М. 

Вычислим радиус кривизны траектории при переносном движении 

точки М  в момент времени c1t  ( 1MK R M O  ): 

MK =R − cosR   = R(1− cos) = 30(1 – cos(
4


)) = 30(1 – 0,707) = 8,79 см. 

Переносная скорость Vе  

см
11 8,79 96,7

с
e eV KM      . 

Вектор переносной скорости eV направлен по касательной к траектории 

в точке М – ось M (рис. 2.21, б). Направление оси M  согласуется с на-

правлением дуговой стрелки e . 

Так как в данном случае векторы 
er

VV ,  взаимно перпендикулярны (век-

тор скорости rV  расположен в плоскости 
/

O yz , вектор скорости eV  направ-

лен по оси  Mx , т.е.
/

O yz ), то модуль абсолютной скорости точки М: 

 

2 2 2 2
18,5 96,7 342,3 9350 98,45 см/cM r eV V V       . 

 

Вычислим  абсолютное ускорение точки М. Абсолютное ускорение 

точки равно геометрической сумме относительного, переносного и  Корио-

лисова ускорений 

 

kerM aaaa  . 

 

Относительное ускорение ra . Относительное движение точки задано 

естественным способом – точка M движется по окружности радиусом 
1

MO в 

соприкасающейся плоскости относительного движения yzO . Приведем к 

точке M оси естественного трехгранника nM  (рис 2.22, а). Ось M  совпада-

ет с направлением rV , ось Mn перпендикулярна оси M  и направлена во-

внутрь вогнутости траектории по радиусу MO
1

.  
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Относительное ускорение ra равно 

.
n

r r ra a a


   

Здесь, при t = 1 с: 

 

3 3

3 2

1

2 2 2 cм
sin 14,5 ;

16 4 4 24 с
r r r

с

R R
a S V t
    
         

  
 

 
2 2 2

2

(18,8) см
11,4

30 с

n r r
r

S V
a

R R
    . 

 

Точка M движется с замедлением, поскольку векторы S >0, S <0, век-

тор rV и вектор ra

имеют разное направление по оси M . Векторы ra


 и  

n
ra  

направлены по осям M  и Mn  соответственно и лежат в плоскости 
/

O yz . 

  

 
                          а                                                                     б 

Рис. 2.22 

 

Переносное ускорение ea . Движение точки в ее переносном движении 

криволинейное. Точка движется по окружности радиусом MK в соприка-

сающейся плоскости переносного движения, параллельной плоскости xzO . 

Приведем к точке M оси естественного трехгранника nM   (рис 2.22, б). Ось 
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M  совпадает с направлением eV , ось nM перпендикулярно оси M  и на-

правлена вовнутрь вогнутости, т. е. по радиусу МК.  

Переносное ускорение, рис. 2.22, б: 

n

e e ea a a
 

  . 

Здесь при t = 1 с: 
'

'

2

2 2

2

см
30 8,79 263,7 ;

с

см
(11) 8,79 1063,6 .

с

e e

n

e e

a KM

a KM


     

    

 

Векторы ea

 и 

n
ea

 направлены по осям M  и nM соответственно.  

 

 

 

                        а                                                                    б 

Рис. 2.23 

 

Ускорение Кориолиса ka . Вектор ускорения Кориолиса 

  

2k e ra V   , 

его модуль 

2 sin 2k e r e ra V V


     . 

Вектор e  направлен по оси вращения АС.  Угол между векторами e  

и rV  равен 
3

2 2 4 4

   
        (=135

о
) (рис. 2.23, а).  
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Итак,  

*

2

3 см
sin sin sin 18,5 0,707 13,07 ;

4 4 с

см
2 2 11 13,07 287,76 .

с

r r r r

k e r

V V V V

a V

     
         

   

      

 

Направление вектора ka  по правилу Журавского: поворачиваем 


rV  на 

90 по направлению дуговой стрелки e    вектор ka  направлен параллель-

но оси x  (рис. 2.23, б). 

Для вычисления модуля абсолютного ускорения используем способ 

проекций. Спроецируем все составляющие абсолютного ускорения на оси 

xyzO . Имеем (рис 2.22 и рис. 2.23, б): 

 

2

2

2

263 287,76 551,5 см/с ;

cos sin 14,5 0,707 11,4 0,707 18,3 см/с ;

sin cos 1063,6 14,5 0,707 11,4 0,707

1065,8 см/с .

x xi e k

n

y yi r r

n n

z zi e r r

a a a a

a a a a

a a a a a





 

        

         

             

 






 

 

 Модуль абсолютного ускорения 

(рис. 2.24): 

2 2 2

2 2 2

2

(551,5) (18,3) (1065,8)

1200,2 см/с .

M x y za a a a   

   



 

Направление вектора Ma опре-

делим геометрически. Совместим с 

точкой M декартову систему коорди-

нат Mxyz  (рис. 2.24).  

Ответ:   98 45MV ,  см/с;   

1200,2Ma   см/с
2
. 

 

Рис. 2.24 
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Рис. 2.25 

 
 

Рис. 2.26 

2.4. Плоскопараллельное движение твердого тела 

 

Плоскопараллельное движение тела можно рассматривать как сумму 

двух простых движений: поступательного вместе с полюсом и вращательного 

вокруг полюса. Уравнения плоского (плоскопараллельного) движения твер-

дого тела: 

).(),(),( ttytxx
AA

  

Поступательная часть движения ( ), ( )A Ax x t y t   зависит от выбора полюса 

А, а вращательная часть дви-

жения от выбора полюса не за-

висит, т. е. ω и  – общие ки-

нематические характеристики 

движения всего твердого тела в 

целом. 

Теорема. Скорость лю-

бой точки плоской фигуры 

равна геометрической сумме скорости полюса и скорости этой точки в еѐ 

вращении вместе с фигурой вокруг полюса: если  А – полюс, то скорость лю-

бой точки М плоской фигуры по теореме 

M A M ( A )V V V  , 

здесь 
( )AMV  – скорость точки М в еѐ вращении вместе с фигурой вокруг полю-

са А (
( )AMV AM  и 

( )AMV AM  ) (рис. 

2.26). 

Следствия теоремы: 

 проекции скоростей точек тела на пря-

мую, проходящую через эти точки, равны; 

 концы скоростей точек неизменяемого 

отрезка лежат на одной прямой и делят 

эту прямую на части, пропорциональные 

расстояниям между соответствующими 

точками отрезка (рис. 2.27). 
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Рис. 2.27 

 

Мгновенный центр скоростей (МЦС) 

Теорема. В каждый момент времени при плоском движении тела, если 

0 , имеется единственная точка в плоскости его движения,  скорость   ко-

торой равна нулю. Эту точку называют мгновенным центром скоростей 

(МЦС).  

Если эту точку выбрать за полюс, то по теореме при определении ско-

рости точки фигуры поступательная часть движения будет равна нулю, а ос-

тается только вращательная часть движения. Таким образом, скорости точек 

плоской фигуры определяются в данный момент времени так, как если бы 

движение фигуры было вращением вокруг МЦС. 

Если положение МЦС известно, то, приняв 

МЦС за новый полюс ( 0PV ) для любой другой 

точки тела, например точки А (рис. 2.28), скорость 

можно вычислить следующим образом: 

 

APVAPVVV
AAPAA
 ,,

)(
, 

 

здесь  АР – расстояние от точки А до МЦС, т. е. до 

точки Р. 

Скорость точки В вычислим аналогично: 

 ( ) , ,B B P B BV V V BP V BP    . 

Из полученных выражений для VА и VВ имеем 

,
BP

V

AP

V
BA    или   

BP

AP

V

V

B

A  .                 (2.6) 

 

 

Рис. 2.28 
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Следовательно, если положение МЦС известно, то скорости точек те-

ла вычисляют так же, как и в случае вращения тела в плоскости вокруг 

точки Р с угловой скоростью   (рис. 2.28). 

 

Пример 2.6.  Колесо радиусом R катится 

без скольжения по линейному рельсу. Центр С 

колеса движется согласно уравнению 

tVx CC  . Вычислить скорости точек обода 

колеса Р, М, К, N, расположенных, как показано 

на рис. 2.29. 

 

Решение. Получим уравнения движения 

колеса. Имеем (рис. 2.29): 

( )
( ) , ( ) , ( ) C

C C C
x t

x t V t y t R t
R

     . 

 

За полюс выберем точку C . Вычислим скорость полюса и угловую 

скорость вращения колеса   вокруг полюса. Имеем: 

 

( ) , ( ) 0,

( )
; ( ) .

C C C

C C C

x t V y t

S x x t V
t

R R R R

 

      

 

 

Применим последовательно к точкам Р, К, N, М, лежащим на ободе ко-

леса, теорему о скоростях при плоском движении: 

 

( ) ( )( )C CV V V   . 

 

Отметим, что скорости по модулю на ободе колеса при его вращении 

вокруг условно неподвижного полюса равны между собой (рис. 2.30): 

  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c

C P C M C K C N C C

V
V V V V V R R V

R
          . 

 

Рис. 2.29 
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 Рис. 2.30 

 

Направление слагаемых скоростей в исследуемых точках показаны на  

рис. 2.31. 

1. Точка Р:  ( )P C P CV V V   

здесь ( )P CV ║ CV , тогда ( ) 0P C P C C CV V V V V     . 

2. Точка М: ( )M C M CV V V  , 

здесь ( )M C CV V , тогда 
2 2

( ) 2M C M C CV V V V   . 

3.  Точка К: ( )K C K CV V V  , 

здесь ( )K CV ║ CV , тогда 

  . 2VVVV CCCK   

4. Точка N: ( )N C N CV V V  , 

здесь ( )N C CV V , тогда  

2 2

( ) 2N C N C CV V V V   . 

Отметим, что перпендикуля-

ры, проведенные к векторам скоро-

стей соответственно в точках К, N, М (рис. 2.31), пересекутся в точке P , ско-

рость которой равна нулю. 

Ответ: VP = 0, VM = VN = 2CV , VK = 2 VC. 

 

Частные случаи вычисления  МЦС 

Рассмотрим частные случаи вычисления точки МЦС. 

1. Если плоское движение осуществляется путем качения без 

скольжения однородного цилиндрического тела по поверхности другого те-

ла, причем второе тело неподвижно, то точка касания Р имеет в данный мо-

 

Рис. 2.31 
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мент времени скорость, равную нулю, следовательно, является МЦС (рис. 

2.32, а), т. е. тело мгновенно вращается относительно точки касания Р. 

Пример – качение колеса по рельсу. 

 

Рис. 2.32 

 

2. Если скорости точек А и В тела параллельны друг другу, причем 

линия АВ не перпендикулярна к AV  и BV  (рис. 2.32, б), то восстанавливая 

перпендикуляры к скоростям, выясним, что точка МЦС находится в беско-

нечности, тогда .0


 A
V

 Из общей теоремы кинематики имеем 

cos cosA BV V    (  ),  тогда VВ = VА. Следовательно, скорости всех точек 

тела в данный момент равны между собой по модулю и по направлению, т. е. 

тело движется мгновенно поступательно. При мгновенно поступательном 

движении угловая скорость тела равна нулю, угловое ускорение не всегда 

равно нулю.  

3. Если скорости точек А и В тела параллельны друг другу и при 

этом AVAB  , то положение точки МЦС определяется построениями, пока-

занными на рис. 2.32, в, г; тело имеет мгновенно вращательное движение во-

круг точки МЦС (точка Р). Известно, что модули скоростей точек тела про-

порциональны их расстояниям от точки МЦС, т. е. 

PA

BP

V

V

A

B  . 

4. Если на перпендикуляре к вектору скорости есть точка, скорость 

в которой равна нулю, то эта точка будет точкой МЦС.  
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На рис. 2.33 приведен пример маятника Мак-

свелла – на диск радиусом R  намотана нерастяжи-

мая нить, конец которой закреплен в точке А. Свя-

жем декартову систему координат Cxyс центром 

диска. Скорость в точке С параллельна оси Cy . На 

оси Cx  скорость в точке P  равна  нулю  ( 0PV  ). 

Точка Р   МЦС. Модули скоростей точек диска свя-

заны соотношением 

22 2

C B K EV V V V

R RR R
    . 

 

Теорема. Ускорение какой-либо точки тела при его плоском движении 

равно векторной сумме ускорения полюса и ускорения этой точки при вра-

щательном движении тела вокруг полюса.  

Если А – полюс, то ускорение любой точки М плоской фигуры по тео-

реме 

 

( ) ( ) ( ).
n

M A M A A M A M Aa a a a a a


      

 

здесь ( )M Aa  –  ускорение  точки М в еѐ вращении вместе с фигурой вокруг 

полюса А (рис. 2.34, а, б), которое, в свою очередь, складывается из каса-

тельного и нормального ускорений. 

Касательная составляющая ускорения (рис. 2.34,  а, в) направлена  

АМ в сторону дуговой стрелки   и равна 
( )M A

AMa


   

Нормальная составляющая ускорения (рис. 2.34, а, в)  направлена по 

нормали, т. е. по АМ  к полюсу А, и равна 
2

( )M A

n
AMa   . 

 

Рис. 2.33 
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Рис. 2.34 

 

Содержание контрольных работ для студентов на тему «плоское дви-

жение твердого тела» дано в приложении (контрольная работа 2, задачи 1 и 

2). 

Пример 2.7. 

 Исходные данные:  кривошип ОА длиной 60 см вращается ускоренно 

относительно оси О и приводит в движение ролик 1 радиусом 20
1
r  см, ко-

торый катится без скольжения по неподвижному колесу 2 (рис. 2.35). Пара-

метры вращения кривошипа в данный момент времени 2
ОА

 с
-1

,  

1
ОА

 с
-2

.  

Требуется: определить угловую скорость 
1

  и угловое ускорение 
1
  

ролика, вычислить скорость и ускорение точки В, находящейся на ролике на 

расстоянии 10 см от точки А. 

 

 

 

Рис. 2.35 
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Решение. Кривошип ОА совершает вращательное движение относи-

тельно оси, проходящей через неподвижный центр О. Скорость и ускорение 

точки А кривошипа вычисляют по формулам: 

 

120602  ОАV
ОАА

 см/с; 

n

A A Aa a a


  . 

 

Подвижный ролик движется плоскопараллельно. Вычислим 
1

  и 
1
  

подвижного ролика. Плоское движение ролика можно привести к мгновенно-

вращательному движению относительно мгновенного центра скоростей 

(МЦС), этим центром является точка касания Р (рис. 2.36).  

Запишем уравнение связи между движениями кривошипа и ролика. 

Точка А одновременно принадлежит кривошипу ОА и ролику 1. Следова-

тельно, перемещение точки А: 

1
A OAS OA AP      ,   т. е.   

АP

ОА

ОА


1
. 

 

 

Рис. 2.36 

 

Угловая скорость и угловое ускорение ролика 1 тогда вычисляются: 

 

6
20

602

1
11











r

ОА

АP

ОА

АP

ОА ОАОА

ОА
  с

-1
; 

3
20

601

1
11











r

ОА

АP

ОА

АP

ОА
ОАОА

ОА
  с

-2
. 
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Угол вращения ролика относительно точки Р (точка МЦС) совпадает с 

углом вращения кривошипа (рис. 2.36). Направления вращения 
1

  и 
1
  ро-

лика 1 совпадают, отмечаем их дуговыми стрелками; следовательно, движе-

ние ролика 1 является ускоренным, как и кривошипа ОА.  

Скорость точки В. 

Точка В находится на ролике 1, следовательно, еѐ скорость определяет-

ся как скорость точки, вращающейся вокруг МЦС, т. е. точки Р:  

ВРV
В


1

. 

Из геометрии задачи определим по теореме косинусов расстояние ВР: 

 

 135cos)()(2)()( 22 АВАРАВАРВР  

2898,278,782)707,0(102021020 22   см. 

 

Тогда скорость точки В: 

168286
1

 ВРV
В

 см/с. 

Вектор 
В

V  перпендикулярен отрезку ВР и направлен в сторону враще-

ния 
1

  ролика (рис. 2.36).  

1. Ускорение точки В. 

 

 

 

 

 

                          а                                                                           б 

Рис. 2.37 
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Ускорение точки В складывается из ускорения полюса и ускорения 

точки В при еѐ вращении вместе с роликом вокруг этого полюса. За полюс 

примем точку А, т. к. еѐ ускорение известно.  

Тогда ускорение точки В запишется (рис. 2.37, а) 

 



)()()( AВAВ
aaааааа nn

AAAВAВ
 . 

Здесь: 

2
4 60 240

n

A OAa OA      см/с
2
  нормальная составляющая ускорения 

полюса, направлена от точки А к центру О; 

60601  ОА
ОАA

а  см/с
2
  касательная составляющая ускорения 

полюса, направлена перпендикулярно n

A
а  в сторону углового ускорения кри-

вошипа ОА  
ОА
 ; 

30103
1)(

  АВ
AВ

a  см/с
2
  ускорения точки В при еѐ вращении 

относительно полюса А; вектор 


)( AВ
a  перпендикулярен АВ и направлен в 

сторону дуговой стрелки 
1
 ;  

36010622

1)(
 ABn

AВ
a  см/с

2
, вектор n

AВ
a

)(
 направлен по отрезку 

АВ от точки В к точке А.  

Выражение для расчета ускорения точки В записано в векторной фор-

ме. Для аналитических вычислений необходимо спроецировать это векторное 

равенство на две оси координат, тогда теорема примет вид 

 

( ) ( )

n

B A A
B A B A

n

Bx By
а а а a a a a

 
     ,   где 

( ) ( )cos45 sin 45 240 30 0,707 360 0,707
n n

A B A B Aix
Bx

a a aa a


             

 

= – 473,31 см/с
2
; 

( ) ( )cos45 sin45 60 30 0,707 360 0,707
n

A B A B Aiy
By

a aa a a
 

              

= 335,73 см/с
2
. 
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Модуль ускорения точки В вычислим по формуле: 

 

2 2 2 2
( ) ( ) ( 473,31) (335,73) 580,29B

Bx By
a a a       см/с

2
. 

 

Для определения направления вектора полного ускорения точки В 

строится параллелограмм на его проекциях 
Bx

a  и 
By

a , диагональ этого па-

раллелограмма и будет вектором ускорения точки В. 

Ответ:   6
1
  с

-1
,   3

1
  с

-2
;   168

В
V  см/с;   580,3

В
а   см/с

2
. 

 

Пример 2.8. 

В кривошипно-шатунном механизме кривошип ОА вращается замед-

ленно относительно центра О с угловой скоростью 
0

  и угловым ускорени-

ем 
0

  (рис. 2.38) и приводит в движение шатун АВ.  

 

 

Рис. 2.38 

 

Исходные данные: ОА = 35 см; АС = 40 см; 0 = 4 с
-1

; 0 = 8 с
-2

;       

(ОАВ) = 90
0
. 

Для заданного положения механизма вычислить: 

1. скорости точек  А, В, С и угловую скорость шатуна АВ;  

2. ускорения точек  А, В, С и угловое ускорение шатуна АВ. 

Решение 

В кривошипно-шатунном механизме кривошип ОА вращается относи-

тельно центра О, шатун АВ движется плоскопараллельно, ползун В движется 

поступательно. 

1. Скорости точек и угловая скорость шатуна. 
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Точка А одновременно принадлежит и кривошипу ОА, и шатуну АВ. 

Рассматривая вращение кривошипа, скорость точки А рассчитываем по фор-

муле 

0
4 35 140AV OA       см/с. 

Вектор скорости AV   перпендикулярен кривошипу ОА и направлен в 

сторону угловой скорости кривошипа (рис. 2.39). 

 

 

 

 

 Рис. 2.39  

 

Рассмотрим движение шатуна АВ. Заменим плоское движение шатуна 

АВ мгновенно-вращательным относительно мгновенного центра скоростей 

(МЦС). Вектор скорости точки В шатуна направлен вдоль направляющих 

ползуна, в данном случае  по горизонтали. Для нахождения МЦС восстано-

вим перпендикуляры к построенным векторам скоростей AV
 
и  BV , на их пе-

ресечении будет находиться МЦС шатуна  точка Р (рис. 2.39). 

Направление мгновенного вращения шатуна АВ вокруг МЦС  
AB

   

определяем по направлению вращения вектора AV
 
относительно точки Р. 

Величина угловой скорости шатуна и скорости точек рассчитывается 

из выражения: 
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A B C

AB

V V V

AP BP CP
   .  

  

Если положение кривошипно-шатунного механизма фиксировано и на-

черчено в масштабе, то расстояния ВР и СР измеряются с чертежа линейкой. 

В общем случае рассматривают геометрию задачи (рис. 2.39).  

Рассмотрим треугольники ОАВ и ОРВ:  

из ОАВ  

0
tg60 35 3 60,6AB OA      см; 

из ОАВ   

0 2 0 2
tg60 tg 60 35 ( 3) 105PA AB OA        см, 

2 2 2 4 0 2
tg (60 )PC AP AC OA AC      

2 4 2
35 ( 3) 40 112,4    см. 

Тогда  

140
1,33

105

A
AB

V

PA
     с

-1
; 

1,33 112,4 149,5C ABV PC     см/с. 

 

Вектор скорости CV
 
перпендикулярен отрезку РС и направлен в сторо-

ну мгновенного вращения шатуна 
AB

  (рис. 2.39).  

Скорость точки В  можно вычислить из выражения 
B ABV PB (для 

этого надо определить РВ), или удобнее воспользоваться первым следствием 

теоремы о скорости точки плоской фигуры: проекции скоростей точек А и В 

на прямую (АВ) равны: 
0 0

cos0 cos30A BV V , 

тогда 

0

0

cos0 140 1 280 3
161,7

33cos30

2

A
B

V
V


     см/с. 

2. Ускорения точек и угловое ускорение шатуна. 

Определим ускорение точки А. Так как движение кривошипа ОА вра-

щательное, то 
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n

A A A
а а а


      

 
0

8 35 280Aa OA

       см/с

2
; 

2 2

0
4 35 560

n

Aa OA      см/с
2
; 

   
2 2

2 2
280 560 626,1

n

A A Aa a a


     см/с
2
.  

Рассчитываем ускорение точки В ползуна.  Для этого рассмотрим еѐ в 

движении с шатуном АВ. Так как ускорение точки А уже найдено, то прини-

маем точку А за полюс, тогда по теореме 

 

( )B A B Aа а а  , 

или  
 

)()()()( AВAВAВAВВ
aaааaaаа nn n

AAA
 ,  

  

здесь (рис. 2.40, а): вектор 
n

AВ
a

)(
 направлен по шатуну АВ от точки В к точке 

А; вектор 


)( AВ
a  располагаем перпендикулярно шатуну АВ (направление вы-

бираем произвольно, т. к. направление АВ пока неизвестно): 

( )

2 2
1,33 60,6 107,2B A AB

n
ABa        см/с

2
, 

( )B A AB ABa


   . 

Прикладываем векторы 

A
а , 

n

A
а , 

)( AВ
a , 

n

AВ
a

)(
 к точке  В (рис. 2.40, б). 

 

 
 

                                     а                                                                 б 

Рис. 2.40 
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Ускорение точки В определяется векторным уравнением: 

 
 

)()()()( AВAВAВAВВ
aaааaaаа nn n

AAA
.  (а) 

 

Таким образом, получили векторное равенство с двумя неизвестными: 

В
а  и АВ

АВAВ
a 

)(
.  

Вычислить 
В

а  и 
АВ

  можно двумя способами  аналитическим и гео-

метрическим. Рассмотрим каждый из указанных способов. 

Аналитический способ. Начало декартовой системы координат совмес-

тим с точкой В, одну из осей выбираем перпендикулярно одной из неизвест-

ных, например, ось yВ  перпендикулярна оси направляющих ползуна (т. е. 

Ba ), тогда ось xВ  – вдоль направляющих ползуна (рис. 2.40, б). Вектор ус-

корения ползуна 
В

а  направлен вдоль оси xВ , поэтому проекция вектора 
В

а  

на ось yВ  равна нулю. Из (а) получаем: 

 

( ) ( )sin 30 cos 30 sin30 cos300
n

A A B A B A

n
a ay a a

  
     ; 

 

( )

( )
cos 30 sin 30 sin30

cos30

n

B A

B AA A

n
a a

a
a








 

   

3 1 1
560 280 107,2

2 2 2 659,8
3

2

    
  см/с

2
; 

( ) ( )cos 30 sin 30 cos30 sin30
n

B A A B A B A

n
a ax a a a

  
       

 
3 1 3 1

280 560 107,2 659,8 199,5
2 2 2 2

Ba          см/с
2
. 

 

Знаки (+) у ( )B Aa


 и аВ означают, что направления этих векторов, указанные на 

рис. 2.40,  верны. 

Вычисляем угловое ускорение шатуна:  



80 

 

 

 

659,8
10,9

60,6

AB
AB

a

AB



     с
-2

, 

 

направление AB  определяется вращением вектора ( )B Aa


 относительно по-

люса А, т. е. получаем против хода часовой стрелки (рис. 2.40, а). 

Вычислим ускорение точки С (рис. 2.41). 

По теореме ускорение точки С: 

 



)()( AСAС
aaааа

nn

AAС
 ,        (б) 

 

здесь (рис.  2.41, а): вектор ( )

n

C Aa  направлен по шатуну АВ от точки С к точке 

А; вектор ( )C Aa


 перпендикулярно шатуну АВ по найденному направлению АВ 

вокруг полюса А.  

 

( )

2 2
1,33 40 70,8C A AB

n
ACa        (см/с

2
),

  

( ) 10,9 40 436C A AB ACa


       (см/с
2
). 

 

Сводим вектора Aa

, 

n

Aa  , ( )C Aa


,  ( )

n

C Aa  в точку С  (рис. 2.41 б). 

  

 
 

                                  а                                                           б 

Рис. 1.41 
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Спроецируем записанное векторное равенство (б) на оси Cx  и Сy  

(рис. 2.41, б): 

 

( ) ( )cos 30 sin 30 cos30 sin30
n

Cx A A C A C A

n
x a a a a a

   
          

3 1 3 1
280 560 70,8 436 119,2

2 2 2 2
         см/с

2
; 

( ) ( )sin 30 cos 30 sin30 cos30
n

Cy A A C A C A

n
y a a a a a

   
           

1 3 1 3
280 560 70,8 436 212

2 2 2 2
           см/с

2
. 

 

Модуль ускорения точки С:  

 

2 2 2 2
(119,2) ( 212) 243,2C Cx Cya aa        см/с

2
. 

 

 

Ответ: 140AV   см/с; 161,7BV   см/с; 149,5CV   см/с; ωАВ = 1,33 с
-1

; 

аА = 626,1 см/с
2
; аВ = 199,5 см/с

2
; аС = 243,2 см/с

2
; АВ =  10,9 с

-2
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



82 

 

 

 
Рис. 3.2 

3. СТАТИКА 

 

3.1. Основные элементы статики 

 

Сила ( F ) –  векторная величина (рис. 3.1). Под действием силы тело  

  

совершает движение. Сила характеризуется ве-

личиной (модулем), направлением (линией дей-

ствия) и точкой приложения А (рис. 3.1).  

Одно из важнейших свойств силы – сила 

скользящий вектор, т. е. действие силы на твер-

дое тело не изменится от переноса вектора силы 

вдоль своей линии действия. 

Рис. 3.1 

 Моментом силы F  относительно цен-

тра О называется вектор OM , равный вектор-

ному произведению радиуса вектора 
A

r , со-

единяющего центр О с точкой приложения 

силы А  и силы F : 

 

 O A
M F r F   [Н∙м].  (3.1) 

 

Вычислим модуль 
O

M : 

  sin
O A A

M F r F r F F h        ,  

здесь  sin
А

rh . 

Пусть 
A

x , 
A

y , 
A

z  – координаты радиус-вектора 
A

r ; xF , yF , zF  – ко-

ординаты силы F , тогда (рис. 3.2) 

 

 
O A A A A x y z

x y z

i j k

M F r F x y z m i m j m k

F F F

      , 
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здесь  

 yzx FzFym
AA

 ;  zxy FxFzm
AA

 ; 

  xyz FyFxm
AA

  .        (3.2) 

Модуль момента 
O

M , если известны 

xm , ym  и  zm ,  

 

222
zyx mmmM

O
 . (3.3) 

Направление вектора 
O

M  определяет-

ся направляющими косинусами (рис. 3.3). 

О

x

М

m
cos ,cos

y

O

m

M
  ,

O

z

M

m
cos .   (3.4) 

Проекции вектора  FM
O

 на оси координат Oxyz  –- zyx m,m,m , на-

зывают моментами силы F  относительно осей Ox ,Oy ,Oz  соответствен-

но. 

Для плоской системы сил моментом силы относительно моментной 

точки О называют величину, равную произведению силы F на плечо h, взя-

тому с соответствующим знаком (рис. 3.4) 

 

hFMO  . 

 

 

 

OO hFFM )(  

 

 

OO hFFM )(  

                       а                                                            б 

Рис. 3.4 
 

 

 

Рис. 3.3 
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Пара сил. Система сил F , F  , состоящая из двух параллельных сил, 

равных по модулю, направленных в противоположные стороны и не лежа-

щих на одной линии действия, называется парой сил (рис. 3.5). 

Кратчайшее расстояние между линиями действия пары (d) называется 

плечом пары (рис. 3.5). Пара сил не имеет равнодействующей. Плоскость, 

проходящая через векторы пары сил, называется плоскостью действия пар. 

Момент пары сил является вектором, равным  

 

FBAFABM  .                           (3.5) 

 

Модуль пары сил соответствует площади параллелограмма, построенного на 

векторах пары   

M AB F F d    . 

Момент пары – свободный вектор (может быть приложен к любой точке).   

Модуль момента пары сил M M  положительный, когда пара стре-

мится повернуть тело против часовой стрелки (рис. 3.5, а), и отрицательный 

– по ходу часовой стрелки (рис. 3.5 б).  

 

M M F d    .                                (3.6) 

 

 

 

 

 
                         а                                                       б 

Рис.3.5 

 

На практике пару сил (рис. 3.6, а) изображают или в виде двух парал-

лельных сил  (рис. 3.6, б), или  дуговой стрелкой по направлению вращения 

пары (рис. 3.6, в). 
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Рис. 3.6 

 

Теорема Вариньона о моменте равнодействующей (для плоской сис-

темы сил): если рассматриваемая плоская система сил приводится к равно-

действующей, то момент этой равнодействующей относительно какой-либо 

точки равен алгебраической сумме моментов всех сил данной системы отно-

сительно самой точки. 

Применим теорему Вариньона для случая на рис. 

3.7. Момент силы F относительно точки О можно опре-

делить как ( )OM F F h  , или воспользоваться теоремой. 

Так как сила F является равнодействующей для системы 

сил ( ,x yF F ), то 

 

( ) ( ) ( )

cos sin

O O x O y x A y A

A A

M F M F M F F y F x

F y F x

      

       
 

 

Связи и их реакции 

 

Гибкая невесомая нерастяжимая нить. Невесомый стержень, 

шарнирно закрепленный по концам. Связь в виде гибкой невесомой нерас-

тяжимой нити (троса, каната и т. д.) или  невесомого стержня, шарнирно 

закрепленного по концам (рис. 3.8, а),  не дает телу удаляться от точек подве-

са в единственном направлении – вдоль нити или стержня. Выделим замкну-

той кривой тело, равновесие которого определяем, отбросим гибкие связи и 

 
Рис. 3.7 
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заменим их действие силами реакций связей ( AT  и ВT ), направим силы реак-

ций связей вдоль нитей (стержня) к точкам ее (его) подвеса (рис. 3.8, б). 

  

  

                                  а                                                             б 

Рис. 3.8 

 

Гладкая поверхность (плоскость) или опора. Гладкая поверхность не 

дает телу перемещаться только в направлении общей нормали к поверхно-

стям соприкасающихся тел в точке их касания (рис. 3.9, а, б). Выделим замк-

нутой кривой тело, равновесие которого определяем (рис. 3.9, а), отбросим 

связь (поверхность) и заменим ее действие силой реакции связи ( N ), которая 

направлена по общей нормали к поверхностям соприкасающихся тел в точке 

их касания и приложена в этой точке (рис. 3.9, б). В результате на тело будут 

действовать две силы – вес тела mg  и реакция опоры N . 

 

 

 

 

 

                                   а                                                           б 

Рис. 3.9 

 

Когда одно из соприкасающихся тел касается другого тела в точке (рис. 

3.10), то реакция поверхности направлена по нормали к другой поверхности. 
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                                      а                                                      б 

Рис. 3.10 

 

Когда одно из тел лежит на поверхности  другого тела (рис. 3.11, а, б), 

то реакция поверхности направлена по нормали к другой поверхности и про-

ходит через точку центра тяжести тела. 

 

 

 

 

 

                          а                                                               б 

Рис.3.11 

 

Шарнирное соединение, или 

шарнир, представляет собой устрой-

ство (С), связывающее два тела А и В 

(рис. 3.12, а) и позволяющее телам по-

ворачиваться в плоскости вокруг оси, 

перпендикулярной этой плоскости. 

Осевая линия будет осью шарнира. 

Шарнирное соединение накладывает 2 

связи. Следовательно, выделяя тела А 

и В (разрезая шарнир), 

 

а 

 

 

б 

 

Рис.  3.12 

 

действие связи заменяют реакциями связи CC yx ,  слева от сечения и CC yx  ,  

справа от сечения С, равных по модулю и противоположных по направлению 

(рис. 3.12, б). 
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               а                                              б                                           в 

Рис. 3.13 

 

Если балка соединена с гладкой поверхностью шарниром (рис. 3.13, а), 

то, отбрасывая связь, принято заменять ее реакцией 
C

R  (рис. 3.13, б), кото-

рую можно раскладывать на два нормальных направления: горизонтальное 

C
x  и вертикальное

C
y , рис. 3.13, в. Тогда: 

2 2

C C CR x y  ,   cos Cy

R
  . 

Шарнирно-подвижная опора. Эта опора (рис. 3.14, а) допускает пере-

мещение тела, опертого на эту опору, в направлении, параллельном опорной 

плоскости, и вращение тела в плоскости относительно шарнира. В строи-

тельной документации такую опору принято изображать в виде короткого 

стержня (рис. 3.14, б) с шарнирами на концах (опорная связь). Реакция опоры 

AR  направлена перпендикулярно опорной поверхности  

(рис.3.14, в). 

   

   

а                                          б                                            в 

Рис. 3.14 

 

Шарнирно-неподвижная опора. Эта опора (рис. 3.15, а) допускает 

вращение тела, опертого на эту опору в плоскости, относительно шарнира и 

не допускает линейных перемещений. Линия действия реакции опоры про-

ходит через ось шарнира под углом    

(рис. 3.15, б).  
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а 

 

б 

 

           а                                            б                                         в 

 

Рис. 3.15 

 

Реакция этой опоры содержит две неизвестные – модуль R  и угол  . 

На практике часто, но не всегда,  принято раскладывать R  на два ортого-

нальных направления: горизонтальное AН  и вертикальное AV , которые обо-

значаются двумя опорными стержнями – носителями этих двух составляю-

щих (рис. 3.15, в). Тогда   
2 2

A A AR H V  ,   

A

A

R

Н
cos . 

 

Реакции заделки. Крепление балки АВ, один конец которой заделан в 

стену, называют заделкой в точке А (рис. 3.16), или консолью. 

 

 

 

 

 

 

 

                а                                           б                                           в 

Рис. 3.16 

 

Жесткое закрепление, или заделка, не допускает поворота опорного се-

чения и его перемещения по горизонтали и вертикали, т. е. на это сечение на-

ложено три связи. В такой опоре возникают три реакции: AV , AH  и реактив-

ный момент AM  (рис. 3.16, в). 
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Распределенные нагрузки  

Прямоугольно-распределенная нагрузка. Пусть на участке аб, длина ко-

торого   (рис. 3.17, а), равномерно распределена нагрузка интенсивностью 

q . Распределенную нагрузку заменяем сосредоточенной силой – Q , направ-

ленной параллельно силам и приложена в середине отрезка аб: 

 

 Q q  . 

 

 
 

а б 

Рис. 3.17 

 

Треугольно-распределенная нагрузка. На участок аб (рис. 3.17, б), длина 

которого  , приложена треугольно-распределенная нагрузка интенсивностью 

maxq . Равнодействующая Q  треугольно-распределенной нагрузки направле-

на параллельно maxq , приложена в точку, которая делит отрезок аб в соот-

ношении 
3

2
:

3

1
. Q расположена ближе к большей интенсивности и равна 

 q
2

1
Q  . 

Основная форма условий равновесия произвольной плоской сис-

темы сил 

 Для равновесия произвольной плоской системы сил  необходимо и 

достаточно, чтобы суммы проекций этих сил на любые две ортогональные 

оси (например, оси Оx  и Оy ) были равны нулю и сумма моментов сил отно-

сительно любой точки, находящейся в плоскости действия сил, также была 

равна нулю: 
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  0xiF ,     0yiF ,   ( ) 0A iM F  . 

 

Точка А называется точкой приведения или  моментной точкой. 

Содержание контрольных работ для студентов на тему «уравнения 

равновесия плоской системы сил» дано в приложении (контрольная работа 3, 

задача 1). 

Пример 3.1.  Вычислить реакции в консольной балке. Балка нагружена, 

как показано на рис. 3.18, а. Дано: 6q  кН/м, 1a  м. 

 

а 

 

б 

Рис. 3.18 

 

Решение. Отбросим связи и заменим их соответствующими реакциями 

(рис. 3.18, б). Распределенную нагрузку интенсивностью q  заменим равно-

действующей:  

241464  aqQ  кН. 

Запишем основную форму уравнений равновесия и решим их: 

 

0AiM  ,   0)32( 
R

MaaQ ; 

0)1312(24 
R

M    120
R

M  кНм; 

  0yiF ,   0QRA ,  024AR     24AR  кН. 
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Проверка:   7 2Bi A
R

M M R a Q a      120 24 7 1 24 2 1 0       . 

Ответ:  3,15AR  кН;   9,73
R

M  кНм. 

Пример 3.2.  Вычислить реакции в консольной балке. Балка нагружена, 

как показано на рис. 3.19, а. Дано: 16max q  кН/м, 2a  м. 

 

 

 

 

 

                                а                                                    б 

Рис. 3.19 

 

Решение. Отбросим связи и заменим их соответствующими реакциями 

(рис. 3.19, б). Рассмотрим равновесие балки АВ. Распределенную нагрузку 

заменим сосредоточенной силой Q: 

 

16216
2

1

2

1
max  aqQ  кН. 

 

Линия действия Q  делит отрезок, равный a3 , в соотношении 

a3
3

1
 : a3

3

2
  (рис. 3.19, б). 

Запишем уравнения равновесия и решим их. 

 

0AiM  ,   0)23
3

1
( 

R
MaaQ ; 96

R
M  кНм; 

 

  0yiF ,   0QRA ;   16QRA  кН; 
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Проверка: 5 2 96 16 10 16 4 0Bi A
R

M M R a Q a           . 

Ответ:   16AR  кН,   96
R

M  кНм. 

Пример 3.3.  Для заданной консольной балки АВ (рис. 3.20) требуется: 

 вычислить реакции опор наложенных связей; 

 проверить правильность полученных результатов. 

L    3    L    





q    

A    

P    2    

P    1    

L    3    L    





q    

A    

P    2    

P    1    

 
Рис. 3.20 

 

Дано: P1 = 20 кН; Р2 = 10 кН; q = 9кН/м; L = 2 м;  = 30. 

 

Решение. Рассмотрим равновесие консольной балки АВ. Для этого: 

укажем все заданные силы; освободим балку от связей, заменив их действия 

реакциями (рис. 3.21).  

 

Рис. 3.21 
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Связь – жесткая заделка имеет три реакции: HA, VA, MA. 

Прямоугольно распределенную нагрузку заменим сосредоточенной си-

лой  

3 9 3 2 54Q q L       кН. 

Силу 2P  разложим на две составляющие, для которых она является 

равнодействующей: 2xP  и 2yP , где 2 2 cosxP P   и 2 2 sinyP P  . 

Составим систему уравнений равновесия: 

 

2

2 1

2 1

0, cos 0;

0, sin 0;

0, sin 2,5 4 0.

ix A

iy A

Ai A

F H P

F V P Q P

M M P L Q L P L

      

      


        

 

 

Решая эти уравнения,  получим: 

 

2

3
cos 10 5 3 8,66

2
AH P       кН; 

2 1sin 10 0,5 54 20 39AV P Q P         кН; 

2 1sin 2,5 4AM P L Q L P L          

10 0,5 2 54 2,5 2 20 4 2 120            кН∙м. 

 

Проверка  (для проверки составляют  уравнение, которое не использо-

валось при решении): 

21,5 sin 3 4

54 1,5 2 10 0,5 3 2 39 4 2 120 0.

Bi A AM Q L P L V L M         

           
 

 

Ответ: HA = 8,66 кН, VA = 39 кН, MA=120 кН∙м. 

 

Вторая форма условий равновесия 

 Для равновесия произвольной плоской системы сил необходимо и дос-

таточно, чтобы суммы моментов всех этих сил относительно двух любых то-

чек приведения А и В и сумма проекций этих сил на ось, неперпендикуляр-

ную прямой АВ, были равны нулю: 
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  0A iM F  ,     0B iM F  ,     0ixF . 

 

За точки приведения принимают точки пересечения линий действий 

реакций опор. Вторую форму условий равновесия обычно применяют для 

вычислений реакций шарнирно опертых балок. 

Пример 3.4.  Вычислить реакции опор балки АВ, опертой на шарнирно-

подвижную и шарнирно-неподвижную опоры, нагруженной, как показано на 

рис. 3.22, а. Дано: 10Р  кН, 4q  Н/м, 6L  м, 
30 . 

Решение. Используя метод сечения, отбросим связи и заменим их соот-

ветствующими реакциями (рис. 3.22, б).  
 

а 

 

б 

Рис. 3.22 

 

Распределенную нагрузку интенсивностью q  заменим равнодейст-

вующей: 12
2

6
4

2


L
qQ  кН. 

Разложим силу Р на составляющие xP  и yP : 

55,01030sin  PPy  кН,   7,887,01030cos  PPx  кН. 

За точки приведения примем точки на шарнирах балки, т. е. точку А 

(точка пересечения линий действий реакции опор AV  и BH ) и точку В (точка 

пересечения линий действий реакции опор BV  и BH ). Запишем уравнения 

равновесия: 
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0AiM  ,   0
2244242




















L
P

LLL
Q

LLL
V yB , 

6,115
2

1
12

5

4

2

1

5

4


















 yPQVB  кН; 

0BiM  ,   0
424242




















L
Q

LL
P

LLL
R yA , 

4,55
4

3
12

4

1

5

4

4

3

4

1

5

4


















 yA PQR  кН; 

  0ixF ,   0 BHPx ,   7,8 xPHB  кН. 

Проверка:   5,4 5 12 11,6 0iy yA BF R P Q V         . 

Ответ: 7,8BH  кН, 6,11BV  кН; 4,5AV  кН. 

 

Пример 3.5.  Вычислить реакции опор балки АВ, опертой на шарнирно-

подвижную и шарнирно-неподвижную опоры, нагруженной, как показано на 

рис. 3.23, а. Дано: 10Р  кН, 4q  Н/м, 8L  м, 
30 . 

Решение. Используя метод сечения, отбросим связи и заменим их соот-

ветствующими реакциями (рис. 3.23, б).  

 

 

                             а                                                                   б 

Рис. 3.23 
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Распределенную нагрузку интенсивностью q  заменим равнодейст-

вующей:  3284  LqQ  кН. 

Разложим силу Р на составляющие xP  и yP : 

 

55,01030sin  PPy  кН,   7,887,01030cos  PPx  кН. 

 

За точки приведения примем точки С (точка пересечения линий  дейст-

вий реакции опор AV  и BH ) и В (точка пересечения линий действий реакции 

опор BV  и BH ). Запишем уравнения равновесия и решим их: 

 

0CiM  ,   0
42

)
4

(2 









LL
Q

L
LPLPLV xyB ; 

  02432)28(7,88582 BV ; 

    1,465
16

1
1928740

16

1
BV  кН. 

 

На чертеже меняем направление реакции BV  (рис. 3.21, б). 

 

0BiM  ,   0
4

)
42

(2 







 LP

L
LP

LL
QLR yxA ; 

  085287,8)24(3282  AR ; 

    1,9145
16

1
4087192

16

1
AR  кН; 

  0ixF ,   0 Bx HPQ ,   32 8,7 23,3xBH Q P         кН. 

 

На чертеже меняем направление реакции BH , рис. 3.23, б. 

 

Проверка:   9,1 5 4,1 0iy yA BF R P V       . 

Ответ: 7,8BH  кН, 6,11BV  кН; 4,5AR  кН. 
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3.2. Плоские фермы. Способы расчета 

 

Фермой называется стержневая система, остающаяся геометриче-

ски неизменяемой после условной замены ее жестких узлов шарнирными.  

Плоские фермы могут воспринимать нагрузку, приложенную только в 

их плоскости, и закрепляются опорными связями, лежащими в этой же плос-

кости. Пространственные фермы способны воспринимать нагрузку, дейст-

вующую в любом направлении. Примером фермы может служить башенная 

конструкция (кран, опоры высоковольтных передач и т. п.). 

Если ферма в целом под действием сил, приложенных к ее узлам, нахо-

дится в равновесии, то и любой из ее узлов также будет находиться в равно-

весии, т. е. внешняя нагрузка, действующая на узел, и внутренние усилия в 

стержнях, сходящихся в данном узле, взаимно уравновешиваются. 

Простейшая плоская ферма – треугольная, состоящая из трѐх стержней 

и трѐх узлов. 

Рассмотрим принципы вычисления внутренних усилий в стержнях пло-

ской фермы. При действии на ферму сосредоточенных сил, приложенных в 

узлах (шарнирах), в ее прямолинейных стержнях возникают продольные 

(растягивающие или сжимающие) силы.  

Растяжением или сжатием стержней на-

зывается такой вид деформации, при которой 

все внешние нагрузки или их равнодейст-

вующие действуют вдоль оси стержня (осевые 

нагрузки) (рис. 3.24, а). 

Для их вычисления используется метод 

сечения. Мысленно рассечем стержень плос-

костью, перпендикулярной к  его оси, прове-

дѐм произвольное сечение z (рис. 3.24, б), и 

приложим к сечению неизвестную силу N , 

направленную по внешней нормали к сечению.  

Равновесие отсеченной части возможно тогда, когда силы, действую-

щие на отсеченную часть, равны друг другу по модулю и направлены в про-

тивоположные стороны. Запишем аналитическое условие равновесия для се-

чения z:  

 

 

Рис. 3.24 
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0izF  , 01  FN , FN 1 . 

Следовательно, при растянутом состоянии стержней усилия в отсечен-

ном стержне направлены от узла вдоль стержня – это состояние обычно 

принимается за положительное. На рис. 3.25  показаны направления усилий  

S и 
/

S  в стержне АВ, растянутом силами P  и 
/

P . 

 

 

Рис. 3.25 

 

При сжатом состоянии стержней усилия направлены от центра 

стержня к узлам. 

При расчете фермы определяют реакции внешних наложенных связей 

и  внутренние усилия в стержнях фермы. 

Для расчета внутренних усилий в стержнях используют два способа: 

способ вырезания узлов и способ  Риттера (или способ моментных точек). 

 

Способ вырезания узлов. Мысленно вырезают узел фермы: указыва-

ют заданные силы, приложенные к этому узлу; действие отброшенной фермы 

заменяют усилиями в стержнях, присоединенных к этому узлу. Усилия на-

правляют от узла к центрам стержней, т.е. считают их растянутыми, если при 

расчете получают знак минус – это означает, что стержень сжат. При выреза-

нии узла получают систему сходящихся сил. Для плоской системы сходя-

щихся сил система уравнений равновесия состоит из двух уравнений: 

 

.0,0  
iy

F
ix

F  

 

В связи с этим последовательность вырезания узлов в плоской ферме 

определяется числом неизвестных усилий, приложенных к этому узлу, – их 

должно быть не больше двух. 
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Способ Риттера (или способ моментных точек). Ферму мысленно 

делят сечением на две части и рассматривают равновесие одной из частей: 

указывают заданные силы, приложенные к этой части; действие отброшен-

ной части фермы заменяют усилиями в стержнях, через которые провели се-

чение. Усилия направляют от узла к центрам стержней (в сторону к отбро-

шенной части), т. е. считают их растянутыми. Таким способом получаем 

произвольную плоскую систему сил, равновесие которой определяется сис-

темой из трех уравнений, соответственно, сечение следует проводить не бо-

лее чем через три неизвестных стержня. При составлении уравнений исполь-

зуют уравнения моментов относительно точек, где пересекаются линии дей-

ствия неизвестных усилий – эти точки называют моментными точками, или 

точками Риттера. 

Содержание контрольных работ для студентов на тему «расчет плоских 

ферм» дано в приложении (контрольная работа 3, задача 2). 

 

Пример 3.6. Рассмотрим плоскую ферму, показанную на рис. 3.26. 

A    

P    1    

B    

L
   

 P    2    

P    3    

L    L    

L
   

 

A    

P    1    

B    

L
   

 P    2    

P    3    

L    L    

L
   

 

 
Рис. 3.26 

 

Дано: P1 = 10 кН; P2 = 21 кН; P3 = 15 кН; L = 2 м. 

Требуется: 

 вычислить реакции опор от заданной нагрузки; 

 проверить правильность полученных результатов; 

 вычислить усилия в стержнях фермы способом вырезания узлов; 
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 проверить правильность полученных результатов методом 

сплошных сечений; 

 проанализировать полученные результаты. 

 

Решение: 

Из геометрии задачи вычислим  значение косинусов и синусов углов, 

образованных стержнями в узлах фермы (рис. 3.27): 

 

2
2 5

;
2 2

2 1 5
sin cos 0,447;

2 55 5

2 2 2 5
sin cos 0,894.

55 5

L L
BD L

L

L

L
L

 
   

 

       

       

 

 

A    

P    1    

B    
L

  
  

P    2    

P    3    

L    L    

L
  
  

R    B    

H    A    

V    A    

y    

x    

C    

1    

2    

3    

4    

5    

6    

7    

8    

9    

D    

E    F    







A    

P    1    

B    
L

  
  

P    2    

P    3    

L    L    

L
  
  

R    B    

H    A    

V    A    

y    

x    

C    

1    

2    

3    

4    

5    

6    

7    

8    

9    

D    

E    F    







 

Рис. 3.27 

 

Составим систему уравнений равновесия: 
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1

1 3 2

2 3

0, 0;

0, 2 2 0;

0, 0.

ix A B

Ai B

iy A

F P H R

M P L R L P L P L

F V P P

     

       
     

 

 

Решаем эту систему: 

1

1 3 2

2 3

33,5 10 23,5 kH;

2 10 2 15 2 21 2 2
33,5 kH;

2 2 2

21 15 36 kH.

A B

B

A

H R P

P L P L P L
R

L

V P P

    

       
  



    

 

 

Проверка: 

2 30,5 0,5 1,5

21 0,5 2 15 0,5 2 33,5 2 36 1,5 2 23,5 2 0.

C i B A AM P L P L R L V L H L       

              
 

 

Получили: RB = 33,5 кН, НA=23,5 кН, VA=36 кН. 

 

Вычисление усилий в стержнях (способ вырезания узлов).  

 Последовательно вырезаем узлы и составляем условия равновесия для 

системы сходящихся сил: внешних сил и усилий в стержнях, приложенных к 

этому узлу.   

При аналитическом способе решения считаем все стержни в растяну-

том состоянии (усилие направляем от узла к центру стержня). 

При геометрическом способе показываем верное направление усилий. 

 

Узел А (рис. 3.28) 

 

  
а б 

Рис. 3.28 
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Система уравнений равновесия: 

 

1

1 2

0, sin 0;

0, cos 0,

ix A

iy A

F H S

F V S S

    

     

 

откуда  

1

2 1

23,5 5 kH;
sin

2
cos 36 ( 23,5 5) 11kH.

5

A

A

H
S

S V S

   


        

 

 

Сделаем графическую проверку, построив замкнутый силовой много-

угольник (построение выполняется в масштабе рис. 3.28, б). 

 

Узел В (рис. 3.29) 

 

S    3    
S    2    



B    R    B    S    4    

S    3    
S    2    



B    R    B    S    4    

  

а б 

Рис. 3.29 

 

Система уравнений равновесия: 

 

3 2

4 3

0, cos 0;

0, sin 0,

iy

ix B

F S S

F R S S

    

      

 

откуда 

2
3

4 3

5
11 5,5 5 kH;

cos 2

1
sin 33,5 ( 5,5 5) 39kH.

5
B

S
S

S R S

      


      
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Сделаем графическую проверку, построив замкнутый силовой много-

угольник (рис. 3.29, б) 

. 

Узел D (рис.3.30) 

 

S    3    

S    6    



S    1    

S    5    

D    

S    3    

S    6    



S    1    

S    5    

D    

  
а б 

Рис. 3.30 

 

Система уравнений равновесия: 

 

3 5 1

3 6 5 1

0, cos cos cos 0;

0, sin sin sin 0,

iy

ix

F S S S

F S S S S

       

         

 

откуда 

5 1 3

6 3 5 1

23,5 5 ( 5,5 5) 18 5 kH;

1
( )sin ( 5,5 5 ( 18 5) 23,5 5) 11kH.

5

S S S

S S S S

       

          
 

Сделаем графическую проверку, построив замкнутый силовой много-

угольник (рис. 3.30, б). 

 

Узел Е (рис. 3.31) 

 

S    4    
S    7    

S    5    

S    8    E    
P    3    



S    4    
S    7    

S    5    

S    8    E    
P    3    



 
 

а б 

Рис. 3.31 
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Система уравнений равновесия: 

 

3 5 7

4 5 8 7

0, sin sin 0;

0, cos cos 0,

iy

ix

F P S S

F S S S S

      

        

 

откуда 

3 5
7

8 4 5 7

sin 5
15 ( 18 5) 10,5 5 kH;

sin 2

1 1
cos cos 39 18 5 10,5 5 10,5 kH.

5 5

P S
S

S S S S

  
     



       

 

 

Сделаем графическую проверку, построив замкнутый силовой много-

угольник (рис. 3.31, б). 

 

Узел F (рис. 3.32) 

 

S    9    

S    8    


F    

P    2    

S    9    

S    8    


F    

P    2    

 
 

а б 

Рис. 3.32 

 

Осталось вычислить S9. Для этого достаточно составить одно уравне-

ние: 

9 20, sin 0,iyF S P      

откуда 

2
9

5
21 10,5 5 kH.

sin 2

P
S       


 

 

Сделаем графическую проверку, построив замкнутый силовой много-

угольник (рис. 3.32, б). 
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Способ Риттера. Проверим правильность расчета усилий в стержнях 

4, 5 и 6. Для этого рассекаем ферму сечением, проходящим через эти три 

стержня, на две части и рассмотрим равновесие правой части фермы  

(рис. 3. 33). 

 

P    1    

L
  
  

P    2    

P    3    

L    

y    

x    
C    D    

E    F    



S    6    

S    5    

S    4    

P    1    

L
  
  

P    2    

P    3    

L    

y    

x    
C    D    

E    F    



S    6    

S    5    

S    4    

 
Рис. 3.33 

 

Составим систему уравнений равновесия для произвольной плоской 

системы сил (уравнения моментов составляем относительно точек Риттера – 

D и E): 

4 3 2

6 1 2

5 2 3

0, 0,5 1,5 0;

0, 0;

0, sin 0,

Di

Ei

iy

M S L P L P L

M S L P L P L

F S P P

      

     

      

 

 

здесь ось y не перпендикулярна прямой (DE). 

Отсюда  

3 2
4

1 2
6

2 3
5

0,5 1,5 15 0,5 2 21 1,5 2
39 kH;

2

10 2 21 2
11 kH;

2

5
(21 15) 18 5 kH.

sin 2

P L P L
S

L

P L P L
S

L

P P
S

       
  

   
   


      



 

Значения усилий в стержнях, рассчитанные разными способами, совпа-

дают. 
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Ответ: в (кН) 

HA VA RB S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 

23,5 36 33,5 55,23  11 55,5

 

39 518  – 11 55,10  10,5 55,10  

 

Вывод:  стержни 2, 4, 7, 8 растянуты; 

стержни 1, 3, 5, 6, 9  сжаты. 

 

 

3.3. Принципы расчета составных конструкций 

 

Силы, действующие в рассматриваемой механической системе, подраз-

деляются на внутренние и внешние.  

Внутренними называются силы, с которыми действуют друг на друга 

тела и точки данной механической системы.  

Внешними называются силы, с которыми на тела и точки данной меха-

нической системы действуют тела, в неѐ не входящие.  

Связи данной механической системы также подразделяются на внешние 

и внутренние. 

При рассмотрении механической системы, состоящей из нескольких 

тел, ставятся задачи определить реакций внешних и внутренних связей.  

Как известно, внутренние силы представляют собой уравновешенную 

систему сил, и для их определения используют метод сечений, который по-

зволяет внутренние силы перевести в разряд внешних. 

Для расчета конструкций, состоящих из системы тел, соединенных 

шарнирами, составляют дополнительные уравнения: сумма моментов сил, 

действующих на левую (правую) половину составной конструкции относи-

тельно врезанного шарнира С, равняется нулю, т. е. 

 

лев.
0CiM  ,   

прав.
0CiM  . 

 

При вычислении реакций врезанного шарнира конструкцию мысленно 

рассекают по внутреннему шарниру (С) и рассматривают равновесие каждой 

части конструкции.  
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Содержание контрольных работ для студентов на тему «составные кон-

струкции» дано в приложении (контрольная работа 3, задача 3). 

 

Пример 3.7.  Две балки АС и СВ соединены шарниром С (рис. 3.34, а). 

Вычислить реакции опор А, В и силы давления на шарнир С, если на балку 

действуют 10
1
F  кН, 20

2
F  кН, 1a  м. 

 

Решение. Для вычисления реакций опор используем метод сечения, от-

бросим опоры в точках А и В (рис. 3.34, б).  

 

 

 

 

 

                                 а                                                   б 

Рис. 3.34 

 

Запишем уравнение моментов от нагрузки, расположенной слева от 

шарнира С (на балку АС): 

 

лев.
0C iM  ,  024

2
 aFaH A ,  02204  AH ,  10AH  кН. 

 

Запишем проекции всех сил на ось x, приложенных к балкам АС и СВ 

(рис. 3.34, б):  

 

  0xiF ,   0
2

 BA HFH ,   02010  BH ,   10BH  кН. 

 

Запишем уравнение моментов относительно точки А от всех сил, дей-

ствующих на балки АС и СВ: 
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0AiM  ,  0222
12

 aFaFaVB ,  02102202 BV , 

30BV  кН. 

 

Запишем проекции всех сил  на ось y, приложенных к балкам АС и СВ 

(рис. 3.34, б):  

  0yiF ,   0
1

 BA VFV ,   203010
1

 BA VFV  кН. 

 

Вычислим силы давления на шарнир С. Выделим стержни АС и СВ. 

При этом силы 
C

x  и 
C

y  шарнира С, действующие на стержень СВ, направ-

лены противоположно силам 
C

x  и 
C

y , действующим на стержень АС; по 

модулю они равны (рис. 3.35).  

 

 

 

 

 

                                    а                                             б 

Рис. 3.35 

 

Запишем проекции  всех сил на ось x для балки АС (рис. 3.35, а): 

 

  0xiF ,   2 0C Ax F H   ,   01020 
C

x ,   10Cx   кН. 

 

Запишем проекции  всех сил на ось y для балки АС (рис. 3.35, а): 

 

  0yiF ,   0C Ay V  ,   020 
C

y ,   20
C

y  кН. 
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Проверка: 0BiM  ,   022022022
2

 aFaVA . 

Ответ:  10AH  кН,  20AV  кН;  10BH  кН,  30BV  кН;   

10
C

x  кН,  20
C

y  кН. 

 

Пример 3.8. Задана составная конструкция (рис. 3.36). 
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

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L
  
  

 
Рис. 3.36 

 

Дано: P1 = 10 кН; P2 = 21 кН; М = 9 кНм; q = 5 кН/м; L = 2 м;  = 30. 

Требуется:  реакции внешних наложенных связей (HA, VA, HB, VB), ре-

акции внутреннего шарнира (HC, VC). 

Решение. Для вычисления реакций опор используем метод сечения, от-

бросим опоры в точках А и В и заменим их действие реакциями (HA, VA, HB, 

VB) (рис. 3.37).  

Распределенную нагрузку заменим сосредоточенными силами: 

 

Q1 = 2qL = 2∙5∙2 = 20 кН, 

Q2 = qL = 5∙2 = 10 кН. 
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Рис. 3.37 

 

Рассекаем конструкцию сечением по внутреннему шарниру С на две 

части. Что позволяет рассмотреть отдельно части АС
/
 и СВ, при этом дейст-

вия отброшенных частей заменяется реакциями шарнира С (рис. 3.38). 

 

 

 

 

 

                                а                                                  б 

Рис.  3.38 

 

Рассматривая всю конструкцию в целом (рис 3.37) и еѐ правую часть 

(рис. 3.38, б), можем составить шесть  не зависимых между собой уравнений 

равновесия: 

прав.

1

2

1) 0 ( , );
вычисляем , .

2) 0 ( ; ),

Ci B B

B B

Ai B B

M f H V
H V

M f V H

   


  

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прав.

1

2 2 1 1 1

1) 2 1,5 0;

1
2) sin cos 2 3

2

1
4 0.

2

C i B B

Ai

B B

M Q L V L H L

M M P L Q L P L P L Q L

V L H L

     

           

  

 

 

3

4

3) 0 ( ; ) вычисляем ;

4) 0 ( ; ); вычисляем .

ix A B A

iy A B A

F f H H H

F f V V V

   


   
 

 

2 1

2 1 1

3) cos 0;

4) sin 0.

ix A B

iy A B

F H P P H

F V Q P Q V

       

       
 

 

прав.

5

прав.

6

5) 0 ( ; );

6) 0 ( ; ).

ix C B

iy C B

F f H H

F f V V

   


  

 

 
прав.

прав.

1

5) 0;

6) 0.

ix C B

iy C B

F H H

F V Q V

   

    
 

 

Решаем уравнения: 

из 1) и 2) получим 

 

1
1

2 2 1 1

2 2 1 1 1

2 4 2
;

1,5 3 3

0,5 (sin 2cos ) 3 0,5

4

1 4 2
0,5 (sin 2cos ) 3

2 3 3
,

4

B
B B

B
B

B

V L Q L
H V Q

L

M P L Q L P L Q L H L
V

L

M P L Q L P L Q L V Q L

L


  

       
 

 
         

 

 

или 

2 2 1 1

10
0,5 (sin 2cos )

7 3

6 4
B

M P L Q L P L Q L
V

L

      
  
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и, окончательно,  для BV и BH : 

 

2 2 1 1

1
1

10
0,5 (sin 2cos )

63

4 7

1 3 10
9 21 2 0,5 10 2 10 2 ( 2 ) 20 2

62 2 3

4 2 7

613 60 3
18,181 kH;

28

2 4 2 4 613 60 3 2
20

1,5 3 3 3 28 3

111 20 3
10,908 kH.

7

B

B
B B

M P L Q L P L Q L
V

L

V L Q L
H V Q

L

      

  

           

  



 

 
       


 

 

 

Из 3) и 4) получим 

 

2 1

3 111 20 3
cos 21 10

2 7

36 15 3
1,431 kH;

7

A BH P P H


       


 

 

2 1 1

1 613 60 3
sin 10 10 20

2 28

367 60 3
16,819 kH,

28

A BV Q P Q V


         


 

 

 

из 5) и 6) 

 

10,908 kH;C BH H   

1 20 18,181 1,819 kH.C BV Q V      
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Проверка. Уравнение проверки составим для всей конструкции в це-

лом: 

2 2 1

1
2 2 3 1,5

2

1
16,819 2 1,431 2 2 9 21 2 10 2 20 2 2 18,181 3 2

2

10,908 1,5 2 0.

Di A A B BM V L H L M P L Q L Q L V L H L          

                  

   

 

 

Ответ: HA=1,43 kH, VA=16,82 kH, HB=10,91 kH, VB=18,18 kH, 

HC=10,91, VC=1,82 kH. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

Общие указания по выполнению и оформлению контрольных работ. 

 

Перечень задач, входящих в контрольные работы, приведѐн в таблице. 

Студенты всех специальностей выполняют  контрольные работы по каждому 

модулю. Каждый студент заочного отделения обязан защитить контрольные 

работы и получить допуск к экзамену.      

Таблица 

Модули Контрольные работы Задачи 

 

Модуль I № 1 

№ 2 

1, 2, 3*. 

 1, 2. 

 

Модуль II 

 

 

№ 3 

 

1, 2, 3. 

Примечание: задачи и задания, отмеченные звездочкой (*), студенты 

ускоренной формы обучения не выполняют. 

Теоретическая механика – одна из дисциплин, где изучение каждой те-

мы должно обязательно сопровождаться самостоятельным решением студен-

том ряда задач. Очень важным при изучении курса является систематиче-

ское последовательное изучение предмета. 

Для этого необходимо: 

1. Написать краткий конспект каждой лекции из [1] чтобы к концу 

изучения иметь краткий  курс лекций по теоретической механике. 

2. Для закрепления пройденной темы необходимо решить ряд задач, 

рекомендованных для самостоятельной работы [3] – это способствует луч-

шему пониманию и усвоению пройденного материала. 

По модулям 1 и 2 каждый студент выполняет три контрольные работы.  

При этом: 

 не следует приступать к выполнению задания, не изучив теорию 

соответствующей темы; 

 каждая контрольная работа выполняется на белой бумаге формата 

А4 (297420 мм) с полями 20 мм слева и 5 мм с других сторон, листы задания 
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должны быть подшиты по центру с левой стороны, титульный лист оформля-

ется согласно рис. 1. 

Контрольную работу необходимо оформить аккуратно, с выполнением 

правил и требований строительного черчения и с использованием чертежных 

инструментов. 

Исходные численные данные к задачам студент выбирает самостоя-

тельно из таблиц, которые прилагаются к каждой задаче. 

Исходные данные для индивидуальных заданий на контрольные рабо-

ты студент должен взять из приводимых далее таблиц в строгом соответст-

вии со своим личным номером (номер зачетной книжки). Для этого необхо-

димо выписать номер зачетной книжки и под последними шестью цифрами 

подписать буквы: а, б, в, г, д, е.  

Пример. При номере  0305 107: 

 

0 3 0 5 1 0 7 

 а б в г д е 

 

 Перед решением задачи индивидуального задания необходимо выпи-

сать для заданного варианта полное условие с числовыми данными, написать 

текст задания, составить аккуратный чертеж с соблюдением масштаба и по-

казать на нем все размеры в числах. 

Каждый этап решения задач должен быть озаглавлен. 

При выполнении расчетов сначала записывается формула, затем в нее 

подставляются исходные данные в размерности международной  системы 

(СИ) и подсчитывается результат. Например: 

1 2

1 2

3 4 3 5 2 4 6 7 198 (H м)

(здесь 5 H, 2м, 6H, 7м).

AM F a F b

F a F b

           

   
 

Решение должно сопровождаться краткими, последовательными и гра-

мотными, без сокращения слов, объяснениями и чертежами, на которых 

должны быть показаны все размеры в числах. Необходимо указывать едини-

цы измерения (размерность) всех полученных результатов. Задание, выпол-

ненное небрежно, без соблюдения всех перечисленных требований, не при-

нимается. 

Сдача и защита контрольных работ производится во время сессии, в 

сроки, установленные графиком учебного процесса, в следующем порядке: 
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 преподаватель проверяет готовые задания, указывает на ошибки, если они 

имеются, и задает несколько вопросов по теме выполненного задания; 

 для защиты задания студенту дается задача по этой теме в виде контрольной 

работы; 

 задание не засчитывается, если студент не смог решить задачу. Только после 

дополнительного изучения темы он может повторно защитить задание. 

Типовые задачи для защиты представлены в [3]. 

 

  

Министерство образования и науки Российской Федерации 

Сибирский федеральный университет 

Инженерно строительный институт 

 

 

Контрольная работа № 

по теоретической механике 

тема задания_________________ 

____________________________ 

 

 

Выполнил(а) студент (ка)_________гр. 

Ф. И. О. _______________________ 

Проверил______________________ 

« ___» __________________ 201    г. 

 

 

Красноярск 

201   г. 

Рис. 1 
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КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ 

Контрольная работа № 1  

Задача 1. Кинематика точки на плоскости 

Точка движется в плоскости оху. Уравнение движения точки задано 

координатами:  txx  ,  tyy  , где х и у в сантиметрах, t – в секундах. 

Уравнение  tyy   дано в табл.1 – номер варианта соответствует сумме трѐх 

последних цифр номера зачетной книжки (г+д+е). Уравнение  txx    дано в 

табл.2, где номер столбца выбирается в соответствии с номером варианта, а 

номер строки соответствует последней цифре  номера зачетной книжки (е). 

Требуется: 

 записать уравнение траектории в декартовой системе координат: 

 xyy  ; 

 построить траекторию; 

 определить положение точки на траектории в начальный момент вре-

мени t = 0 c, направление движения точки по траектории, положение 

точки на траектории через t = 1 c; 

 вычислить вектор скорости   и вектор ускорения a  точки для t = 0 и  

t = 1 (c); 

 задать движение точки естественным способом:  tss  ; 

 вычислить нормальную и касательную составляющие ускорения точки 

для t = 0 и t = 1 (c) геометрически и аналитически; 

 вычислить радиус кривизны для t = 0 и t = 1 (c); 

Функциональные зависимости  tyy  ,  txx   заданы в таблицах  

2.1 (а) и 2.2 (б) соответственно. 

Для выполнения и защиты данной задачи необходимо усвоить пункты 

1, 2 модуля 1 рабочей программы. 
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Таблица 1 

№ вариан-

та 

 

 tyy   

№ вариан-

та 

 

 tyy   

1 2sin
6

y t
 

  
 

 13 
 22 ty 

 

2 4 3cos
3

y t
 

   
 

 14 
 242  ty  

3 
2

3sin
6

y t
 

   
 

 15 
 242  ty  

4 4sin 1
6

y t
 

  
 

 16 
232 ty   

5 3cos 2
3

y t
 

  
 

 17 
224 ty   

6 4sin 2
6

y t
 

   
 

 18 
  21

2
 ty  

7 
2

2 3sin
6

y t
 

   
 

 19 
  12

2
 ty  

8 2sin 2
6

y t
 

  
 

 20 
  314

2
 ty  

9 3cos 1
3

y t
 

  
 

 21 4cos 1
6

y t
 

  
 

 

10 3 2sin
6

y t
 

   
 

 22 
2

2 3cos
6

y t
 

   
 

 

11 
22ty   

23 3cos 2
3

y t
 

  
 

 

12 
  123

2
 ty  

24 3cos 1
6

y t
 

  
 
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Окончание табл. 1 

25 4cos 2
6

y t
 

   
 

 27 3cos 2
6

y t
 

  
   

26 2 cos
3

y t
 

   
 

 0 1 2cos
3

y t
 

   
 

 

 

Таблица 2 

№ стро-

ки 

 txx   

Для вариантов 

1–10 

Для вариан-

тов  

11–20 

Для вариантов  

21–27, 0 

1 2 3cos
3

x t
 

   
 

 
tx  2  

2sin 1
6

x t
 

  
 

 

2 2cos 1
6

x t
 

  
 

 
tx 2  

4 sin
6

x t
 

   
 

 

3 4cos 1
6

x t
 

  
 

 
4 tx  

sin 2
6

x t
 

  
 

 

4 3cos 1
3

x t
 

   
 

 
tx 24  

3sin 1
6

x t
 

  
 

 

5 2cos 1
6

x t
 

  
 

 
tx  4  

2sin 1
6

x t
 

  
 

 

6 2cos 2
3

x t
 

  
 

 
22  tx  

sin 2
6

x t
 

  
 

 

7 1 2cos
3

x t
 

   
 

 
1 tx  

4 sin
6

x t
 

   
 

 

8 cos 2
6

x t
 

  
 

 
tx  2  

sin 1
6

x t
 

  
 
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Окончание табл. 2 

9 3cos 1
6

x t
 

  
 

 
13  tx  

4sin 1
6

x t
 

  
 

 

0 1 cos
6

x t
 

   
 

 
3 tx  

4sin 1
6

x t
 

  
 

 

 

 

Задача 2. Вычисление кинематических характеристик точек при посту-

пательном и вращательном движениях твердого тела 

Механизм состоит из трех ступенчатых дисков (1–3), находящихся в 

зацеплении или связанных ременной передачей, зубчатой рейки 4 и груза 5, 

привязанного к концу нерастяжимой нити, намотанной на одно из колес. Ра-

диусы ступенчатых дисков заданы. На ободах колес расположены точки А, 

В, С. В столбце «Дано» (таблица 3) задано уравнение движения одного из 

звеньев механизма. Номер варианта соответствует сумме трѐх последних 

цифр номера зачетной книжки (г+д+е). 

Вычислить в момент времени t1 = 2 (с) указанные в столбце «Вычис-

лить» (таблица 3) скорости (  – линейные,   – угловые) и ускорения (а – 

линейные,   – угловые) соответствующих точек и тел. 

Расчетные схемы представлены в таблице 4, где номер рисунка соот-

ветствует номеру варианта (г+д+е). Для выполнения и защиты данной задачи 

необходимо усвоить пункты 3, 4, 5 модуля 1 рабочей программы. 

 

Таблица 3 

№ вари-

анта 

Дано Вычислить 

скорости ускорения 

1 2 3 4 

1  2
4 74 tts   С, В, 3 аВ,1,2 

2  32 2

5
 t  В, С, 1 аС,2,3 
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Продолжение табл. 3 

3 tt 92 2

1
  А, 2, 3 аС,1,2 

4  2

2 7 3t t    А, С, 1 аС,2,3 

5 2

2
3 tt   5, В, 3 аВ,1,2 

6 2

1
25 tt   4, 2, 3 аА,1,2 

7  2

3 2 6t    4, 5, 1 аС,2,3 

8 13 2

4
 t  А, С, 2 аВ,1,3 

9 tts 52 2

5
  В, С, 1 аС,2,3 

10  2

3 8 3t t    А, В, С аВ,1,3 

11  tts  2
4 32  А, С, 3 аВ,1,2 

12  2

5
14 t  С, 1, 2 аА,1,3 

13 tt 62 2

1
  В, С, 2 аС,1,3 

14  2

1 2t t    С, В, 2 аВ,1,3 

15 tt  2

2
4  А, В, 1 аС,2,3 

16  2

2 8t t    А, В, 3 аС,1,2 

17 tt  2

3
3  А, С, 1 аВ,2,3 

18  2

3 3t t    А, С, 2 аВ,1,3 

19 tts  2
4 3  В, С, 2 аА,1,3 

20 2

4
5 tt   В, С, 2 аА,1,3 

21 2
5 6 tts   А, В, 1 аС,2,3 

22 13 2

5
 t  А, В, 1 аС,2,3 



123 

 

 

Окончание табл.  3 

23 tt 24 2

1
  С, В, 2 аА,1,3 

24 2

1 8t t    С, В, 2 аА,1,3 

25 33 2

2
 t  

А, В, 2 аС,2,3 

26 tt 32 2

1
  В, 4, 3 аА,1,3 

27 2
5 4tts   А, В, 1 аС,2,3 

0 tt 34 2

2
  5, А, 3 аВ,2,3 

 

Таблица 4  

1 

 

R1 = 8 см; 

R2 = 16 см; 

R3 = 4 см; 

r1 = 6 см; 

r2 = 3 см; 

r3 = 2 см 

2 

 

R1 = 8 см; 

R2 = 16 см; 

R3 = 12 см; 

r1 = 6 см; 

r2 = 9 см; 

r3 = 9 см 
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Продолжение табл. 4 

3 

 

R1 = 4 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 12 см; 

r1 = 2 см; 

r2 = 6 см; 

r3 = 6 см 

4 

 

R1 = 6 см; 

R2 = 16 см; 

R3 = 18 см; 

r1 = 3 см; 

r2 = 14 см; 

r3 = 10 см 

5 

 

R1 = 6 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 9 см; 

r1 = 3 см; 

r2 = 4 см; 

r3 = 5 см 

6 

 

R1 = 4 см; 

R2 = 9 см; 

R3 = 14 см; 

r1 = 2 см; 

r2 = 6 см; 

r3 = 10 см 
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Продолжение табл. 4 

7 

 

R1 = 4 см; 

R2 = 10 см; 

R3 = 16 см; 

r1 = 2 см; 

r2 = 6 см; 

r3 = 10 см 

8 

 

R1 = 6 см; 

R2 = 12 см; 

R3 = 18 см; 

r1 = 3 см; 

r2 = 8 см; 

r3 = 12 см 

9 

 

    R1 = 5 см; 

R2 = 10 см; 

R3 = 14 см; 

r1 = 2 см; 

r2 = 5 см; 

r3 = 10 см 

10 

 

R1 = 6 см; 

R2 = 10 см; 

R3 = 18 см; 

r1 = 3 см; 

r2 = 6 см; 

r3 = 12 см 
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 Продолжение табл. 4  

11 

 

R1 = 4 см; 

R2 = 6 см; 

R3 = 14 см; 

r1 = 2 см; 

r2 = 3 см; 

r3 = 10 см 

12 

 

R1 = 6 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 16 см; 

r1 = 4 см; 

r2 = 3 см; 

r3 = 10 см 

13 

 

R1 = 10 см; 

R2 = 12 см; 

R3 = 16 см; 

r1 = 8 см; 

r2 = 9 см; 

r3 = 10 см 

14 

 

R1 = 8 см; 

R2 = 12 см; 

R3 = 18 см; 

r1 = 6 см; 

r2 = 8 см; 

r3 = 12 см 
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                        Продолжение табл. 4 

15 

 

R1 = 3 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 14 см; 

r1 = 2 см; 

r2 = 4 см; 

 

16 

 

R1 = 4 см; 

R2 = 10 см; 

R3 = 20 см; 

r1 = 3 см; 

r2 = 8 см 

 

17 

 

 R1 = 4 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 14 см; 

r1 = 3 см; 

r2 = 2 см; 

r3 = 10 см 

18 

 

 R1 = 6 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 16 см; 

r2 = 4 см; 

r3 = 8 см 
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Продолжение табл. 4 

19 

 

R1 = 6 см; 

R2 = 7 см; 

R3 = 14 см; 

r1 = 4 см; 

r2 = 6 см 

 

20 

 

R1 = 4 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 14 см; 

r1 = 3 см; 

r2 = 2 см; 

r3 = 10 см 

21 

 

R1 = 6 см; 

R2 = 10 см; 

R3 = 18 см; 

r1 = 4 см; 

r2 = 6 см; 

r3 = 16 см 

22 

 

R1 = 5 см; 

R2 = 7 см; 

R3 = 16 см; 

r1 = 4 см; 

r2 = 5 см; 

r3 = 12 см 
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Продолжение табл. 4 

23 

 

R1 = 6 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 16 см; 

r1 = 2 см; 

r2 = 4 см; 

r3 = 14 см 

24 

 

R1 = 6 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 12 см; 

r1 = 4 см; 

r2 = 5 см; 

r3 = 10 см 

25 

 

 R1 = 6 см; 

R2 = 12 см; 

R3 = 16 см; 

r1 = 5 см; 

r2 = 10 см 

 

26 

 

R1 = 3 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 12 см; 

r1 = 2 см; 

r2 = 4 см; 

r3 = 10 см 
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Окончание табл. 4 

27 

 

R1 = 7 см; 

R2 = 8 см; 

R3 = 10 см; 

r1 = 5 см; 

r2 = 4 см; 

r3 = 2 см 

0. 

 

R1 = 4 см; 

R2 = 10 см; 

R3 = 20 см; 

r1 = 3 см; 

r2 = 8 см 

 

 

 

Задача 3. Сложное движение точки  

Пластинка вращается по заданному уравнению  t . По пластинке 

вдоль прямой ОМ (сторона квадратной пластины а =40 см) или радиусу R 

( 40R  см) движется точка М. Движение точки М задано уравнениями 

   S t OM t . Вычислить для точки М: 

 абсолютную скорость в момент времени t = 1с, показать на рисунке век-

торы относительной, переносной и абсолютной скоростей; 

 абсолютное ускорение в момент времени t = 1с, показать на рисунке на-

правление векторов относительного, переносного ускорений, а также ускоре-

ния Кориолиса. 

Функциональные зависимости  t  в радианах заданы  в таблице 5, 

фигурные пластинки и уравнение движения точки  tОМОМ   в сантимет-

рах заданы в таблице 6.  
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Номер варианта в табл. 5 и номер рисунка в табл. 6 соответствуют 

сумме последних трѐх цифр номера зачетной книжки (г+д+е). 

Для выполнения и защиты данной задачи необходимо усвоить  пункт 6 

рабочей программы. 

Таблица 5  

№ варианта  t  № варианта  t  

1  tt 24     15  tt 22  

2 tt 83 2   16 32 510 tt   

3 2
6 4t t     17   32 36 tt   

4 32 2tt   18 23 112 tt   

5  tt 22  19 2315 tt   

6 245 tt   20 345 tt   

7  323 tt   21  232 tt   

8  238 tt   22 32 510 tt   

9  tt 24      23 23 2tt   

10 2
4t t  24 3 2

3 12t t  

11  232 tt   25 tt 83 2   

12  2315 tt   26  tt 24  

13 32 36 tt   27 32 63 tt   

14 tt 112 2   0 32 311 tt   
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Таблица 6  

1 

 

2 

 

 

3 

 

4 

 

 

5 

 

6 
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Продолжение табл. 6 

7 

 

 

 

 

 

8 

 

 

9 

 

 

 

10 
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Продолжение табл. 6 

11 

 

 

 

12 

 

 

13 

 

 

 

14 
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Продолжение табл. 6 

15 

 

16 

 

17 

 

 

18 

 

19 

 

20 
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Продолжение табл.6 

21 

 

22 

 

23 

 

24 

 

25 

 

26 
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Окончание табл. 6 

27 

 

0 

 

 

 

Контрольная работа  № 2. Плоское движение твердого тела 

 

Задача 1. Кинематический анализ плоского механизма 

 

Для заданного положения плоского механизма вычислить: 

 скорости точек А, В, С; 

 ускорения точек А, В; * 

 угловую скорость звена, которому принадлежат точки А, В, С; 

 угловое ускорение звена, которому принадлежат точки А, В, С.* 

Схемы механизмов показаны в табл. 8, необходимые для расчета дан-

ные приведены в табл. 7. 

Примечания: 

 Номер варианта в табл. 7 и номер рисунка в табл. 8 соответству-

ют сумме последних трѐх цифр номера зачетной книжки (г+д+е); 

  Задания, отмеченные звездочкой (*), студентами ускоренной 

формы обучения не выполняются. 
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Таблица 7 

№ вари-

анта  

Размеры, см о,  

c
−1 

o,  

c
−2 

AV , 

см/с 

аА,  

см/с
2 

ОА r АВ АС 

1 40 15 - 8 2 2 - - 

2 35 - - 40 4 8 - - 

3 30 15 - 8 3 2 - - 

4 40 15 - 6 1 2 - - 

5 80 - 60 20 2 1 - - 

6 40 - - 15 5 2 - - 

7 35 - 75 60 5 10 - - 

8 - - 20 10 - - 40 20 

9 - - 45 30 - - 20 10 

10 - - 30 20 - - 10 5 

11 25 - 80 20 2 3 - - 

12 - - 30 20 - - 20 15 

13 25 - 40 10 2 4 - - 

14 45 15 - 8 3 2 - - 

15 - 30 - 10 - - 50 80 

16 40 15 - 8 1 2 - - 

17 55 30 - 20 2 3 - - 

18 20 15 - 10 1 3 - - 

19 30 - 30 20 2 3 - - 

20 40 - 60 20 3 5 - - 

21 20 15 - 10 2 1 - - 

22 - - 20 15 - - 10 15 

23 35 - 60 40 4 8 - - 
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Окончание табл. 7 

№ вари-

анта 

Размеры, см о,  

c
−1

 

o,  

c
−2

 

AV , 

см/с 

аА,  

см/с
2
 ОА r АВ АС 

24 - - 60 20 - - 5 10 

25 50 - 50 20 2 2 - - 

26 25 - 35 15 2 3 - - 

27 - 15 - 5 - - 60 30 

0 20 - 50 25 2 4 - - 

 

Примечание: В таблице 7  введены обозначения: 
AV  – скорость точки А, аА  – ускорение 

точки А, о – угловая скорость звена ОА, o- угловое ускорение звена ОА. 

 

 

Таблица 8 

1 

 2  

 

3 

 

4  
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Продолжение табл. 8 

5 

 

 

6 

 
 

7 

 

8 

 
 

9 

 

10 

 

11 

 

12 

 



141 

 

 

 

Продолжение табл.8 

13 

 

14  

 

 

15 

 

16 

    

17 

 

18 
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Продолжение табл. 8 

19 

 
 

20 

 

21 

 

22 

 

 

 

23 

 

24 
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Продолжение табл. 8 

25 

 

26  

 

27 

 

0 

 

 

 

Задача 2. Кинематический анализ многозвенного механизма 

 

Кривошип О1А вращается с постоянной угловой скоростью 0 2   (с
-1

). 

Для заданного положения механизма: 

1) определить скорости всех точек:  А, В, С, D и т. д., используя следствия 

теоремы о скорости точки плоской фигурой; 

2) определить скорости  всех точек:  А, В, С, D и т. д. и угловые скорости 

всех его звеньев с помощью мгновенного центра скоростей; 

3) сравнить полученные результаты. 

Необходимые численные данные приведены в табл. 9, схемы механиз-

мов показаны в табл. 10.  

Примечания: 

Номер варианта в табл. 9 и номер рисунка в табл. 10 соответствуют 

сумме последних трѐх цифр номера зачетной книжки (г+д+е). 
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Таблица 9 

№ вари-

анта  
0

  Расстояние, см Длина звеньев, см 

а в с d e O1A O2B O2D O3D O3F AB BC CD CE DE EF 

1 200 18 23 18 22 23 14 28 - 28 - 21 21 48 38 - 42 

2 60 56 10 26 16 25 21 25 - - 20 54 52 69 35 - 32 

3 90 15 25 54 35 - 15 28 - 58 - 42 21 47 26 - 31 

4 155 26 15 23 - - 15 65 - - - 51 22 38 - - - 

5 125 19 19 10 22 - 12 - 19 - - 55 19 23 - 38 22 

6 60 65 49 - - - 15 29 - 24 - 50 25 32 23 - 39 

7 250 11 42 11 7 24 16 34 - - 41 25 25 42 21 - 49 

8 90 27 18 14 15 30 14 29 - 23 - 55 32 15 - 45 - 

9 200 23 19 20 28 21 21 31 - 25 - 65 62 31 - 11 29 

10 20 55 21 25 - - 15 - 24 - - 70 35 33 - 17 12 

11 50 50 30 - - - 14 29 - - - 45 54 34 - 37 - 

12 55 10 86 32 28 - 21 - - 55 - 60 30 19 60 - 49 

13 315 17 54 - - - 15 - 40 - - 50 35 40 22 22 50 

14 0 28 40 6 18 15 15 31 - 15 - 50 25 70 35 - 50 

15 220 46 31 - - - 15 20 - 20 - 45 15 31 17 17 37 
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Окончание табл. 9 

№ вари-

анта  
0

  Расстояние, см Длина звеньев, см 

а в с d e O1A O2B O2D O3D O3F AB BC CD CE DE EF 

16 40 36 22 15 - - 15 20 40 - - 45 20 24 - 40 - 

17 145 96 - - - - 15 28 - - - 84 20 51 - - - 

18 45 70 9 37 - - 16 - 39 - 25 78 38 41 19 - 57 

19 40 42 39 - - - 20 - 20 - - 71 30 - - 57 - 

20 145 27 24 30 - - 20 50 - - 30 8 32 58 29 - 35 

21 115 46 - - - - 15 - 45 - - 78 39 26 52 - 38 

22 305 46 23 11 - - 15 15 - 38 - 44 25 30 22 15 40 

23 130 31 30 50 - - 15 30 - 50 - 40 16 6 30 - 30 

24 115 36 39 13 31 - 17 23 - 17 - 35 11 45 25 25 44 

25 325 72 36 - - - 15 - 30 - - 76 46 50 35  51 

26 215 36 53 36 32 - 19 40 - - 19 76 38 68 35 - 29 

27 140 71 27 32 40 - 16 30 - 50 - 46 33 40 20 - 50 

0 215 30 20 35 - - 19 - 19 - - 59 29 24 - 48 36 
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Таблица 10 

 1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 
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 Продолжение табл. 10 

7 

 

8 

 

9 

 

10 

 

11 

 

12 
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Продолжение табл. 10 

13 

 

14 

 

15 

 

16 

 

17 

 

18 
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Продолжение табл. 10 

19 

 

20 

 

21 

 

22 

 

23 

 

24 
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Окончание табл. 10 

25 

 

26  

 

27 

 

0 

 

 

Указания по выполнению 

При выполнении данной задачи все построения должны выполняться в 

масштабе: механизм строится в масштабе (обычно 1:10 или 1:5);  векторы 

скорости строятся в масштабе (обычно в 1 см – 10 см/с). 

Расстояния от точек до МЦС звеньев берутся из чертежа (измеряются 

линейкой). 
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Контрольная работа №3. Плоская система сил 

 

Задача 1. Уравнения равновесия плоской системы сил 

 

Для заданных абсолютно жестких конструкций требуется: 

 вычислить реакции опор; 

 проверить правильность полученных результатов. 

Исходные данные приведены в табл. 11, расчетные схемы в таблице 12. 

Номер строки в табл. 11 соответствует последней цифре номера зачет-

ной книжки (е), а номер рисунка в табл. 12 соответствуют сумме последних 

трѐх цифр номера зачетной книжки (г+д+е).  

 

Таблица 11 

№ 

ва-

ри-

ан-

та 

Р1, 

кН 

Р2, 

кН 
F , 

кН 

М, 

кН∙м 

q, 

кН/м 

L,  

м 

a , м b , м 

 ,  

гр. 

 ,  

гр. 

1 20 10 16 14 9 2 0,6 0,8 30 60 

2 22 12 14 16 11 1.5 0,7 0,9 45 30 

3 24 14 24 18 13 2 0,8 0,6 60 45 

4 26 16 18 10 12 2 0,6 1,2 30 60 

5 28 18 12 12 8 2.5 0,5 0,7 45 30 

6 18 11 20 14 9 2 0,4 0,8 60 45 

7 16 13 26 26 6 5 0,8 1,5 30 60 

8 14 15 22 18 11 3 0,9 0,6 45 30 

9 30 17 28 20 10 1.5 1,0 1,3 60 45 

0 32 19 30 24 8 2 1,2 1,1 30 60 
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Таблица 12 

1 

 

 
 

 

 

 

2 
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Продолжение табл. 12 

3 

 

 

 

 

 

 

4 
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Продолжение табл. 12 

5 

 

 

 

 

 

6 
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Продолжение табл. 12 

7 

 
 

 

 

 
 

8 
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Продолжение табл. 12 

9 

 

 

 

 

 

 

10 
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Продолжение табл. 12 

11 

 

 

 

 

 

 

12 
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Продолжение табл. 12 

13 

 

 

 

 

 
 

14 
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Продолжение табл. 12 

15 

 

 

 

 

 

 

16 
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Продолжение табл. 12 

17 

 

 

 

 
 

18 
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Продолжение табл. 12 

19 

 

 

 

 

 

 

20 
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Продолжение табл. 12 

21 

 

 

 

 

 

22 
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Продолжение табл. 12 

23 

 

 

 

 

 

 

24 
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Продолжение табл. 12 

25 

 

 

 

 

 

26 
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Окончание табл. 12 

27 

 

 
 

 

 

 

0 
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Задача 2. Расчет плоских ферм 

Для плоской статически определимой фермы требуется: 

 вычислить реакции опор от заданной нагрузки; 

 проверить правильность полученных результатов; 

 вычислить усилия в стержнях фермы способом вырезания узлов; 

 проверить правильность полученных результатов методом 

сплошных сечений; 

 проанализировать полученные результаты. 

Исходные данные приведены в табл. 13, в  схеме табл. 14. 

Номер строки в табл. 13 соответствует последней цифре номера зачет-

ной книжки (е), а номер рисунка в табл. 14 соответствуют сумме последних 

трѐх цифр номера зачетной книжки (г+д+е). 

Таблица 13 

№ строки Р1, кН Р2 , кН Р3 , кН L, м 

1 10 21 15 2 

2 11 23 23 3 

3 12 24 16 2.5 

4 14 25 24 2.5 

5 16 28 16 2.5 

6 15 25 25 2.5 

7 17 24 18 2.5 

8 13 21 28 2 

9 18 23 18 2 

0 14 28 23 2 
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Таблица 14 

1 

 
 

2 

 

3  

 

4 

 

5 

 

6 
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Продолжение табл. 14 

7 

 

8 

 

9 

 

10 

 

11 

 

12 

 

13 

 

14 
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Продолжение табл. 14 

15 

 
 

16 

 

17 

 
 

18 

 
 

19 

 

20 

 



170 

 

 

Продолжение табл. 14 

21 

 
 

22 

 

 

 

23 

 

 

24 

 

 

25 

 

 

26 

 



171 

 

 

 

Окончание табл. 14 

27 

 

 

0 

 

 

Задача 3. Составные конструкции 

 

Для составной конструкции требуется: 

 вычислить реакции опор; 

 вычислить давление на врезанный шарнир  С; 

 проверить полученные результаты. 

Исходные данные приведены в табл. 15 , схемы – в табл. 16. 

Номер строки в табл.15 соответствует последней цифре номера зачет-

ной книжки (е), а номер рисунка в табл.16 соответствует сумме последних 

трѐх цифр номера зачетной книжки (г+д+е). 

Таблица 15  

№ стро-

ки 

Р1 , кН Р2, кН М, кН м q, кН /м L, м  , гр.  , гр. 

1 10 21 9 5 2 30 60 

2 12 20 7 4 2 45 30 

3 13 22 6 6 3 60 45 

4 15 23 9 3 2 30 60 

5 14 25 8 7 3 45 30 

6 17 24 11 8 2.5 60 45 

7 16 27 12 4 2.5 30 60 
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Окончание табл.15 

№ стро-

ки 

Р1 , кН Р2, кН М, кН м q, кН /м L, м  , гр.  , гр. 

8 18 26 9 3 2.5 45 30 

9 17 25 8 6 2.5 60 45 

0 19 24 11 7 2.5 30 60 

 

Таблица 16  

1 

 

2 

 
 

3 

 

4 

 
 

5 

 

6 
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Продолжение табл. 16 
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Продолжение табл. 16 
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Окончание табл. 16 
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